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Przyklad 4. Rozwazamy bryle sztywna B sktadajaca si¢ z oSémiu jednakowych mas m umiesz-
czonych w wierzcholkach szeScianu rozpietego na wektorach bazy standardowej w R

Wyrazy macierzowe momentu bezwladnosci wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

8 8
I; = Z m [(:1;(1\)2 -+ (J,j‘)Q + (1;)2 - (¢;)2] , Lyj=-— Z malal  dla i # j,
a=1 a=1
gdzie o numeruje wierzchotki szescianu. Latwo sprawdzi¢, ze
8§ -2 -2
I=m| -2 8 -2
-2 -2 8

Korzystajac z macierzy [I]. obliczy¢ mozemy moment bezwladnosci w obrocie wzgledem dowol-
nej osi przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych. Na przyktad wzgledem osi, ktorej
wektorem kierunkowym jest

[ ] 8 -2 -2][1 1 4
m=—|1], Iﬁ»:'mg[l 11| -2 8 -2 1 =m3[1 11| 4|=4m
V311 -2 -2 8 1 4



Przyktad 6. Na przestrzeni Ry[-] wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 2 rozwazmy teraz
forme dwuliniowa dana wzorem

1
(4) Q(v,w) = G/ o' (t)w(t)dt
0
Uzyjemy bazy standardowej do zapisania macierzy tej formy:
el(t) =1, es(t) =t, es(t) = 12

Wyznaczamy wyrazy macierzowe: na przyktad

Qlens) = 6/01 ey(t)ealt) = G/O‘(zt)(t)dl, = 6/0' 2t%dt = 6 [gmh —ll

Podobnie:
Qer,e1) =0, Qer,ex) =3, Qe e3) =2,
Q(e2,e1) =6, Qez, e9) =2, Q(ez,€3) =2,
Q(es,e1) =6, Q(es,e2) =4, Qes, e3) =3
Macierz tej formy ma wigc postac
0 3 2
(5) @Qe=1]6 2 2
6 4 3

Uzywajac wspolrzednych (¢, b, a) zwiazanych z baza e, tzn takich, ze

P
v(t) = at® + bt + ¢ = aes(t) + bea(t) + cer(t), [v]°=1b
a
mozemy zapisac
03 2 Ci by + 2ay,
6) Q,w)=c, by a))| 6 2 2 by | = [cv by ay] | 6y + 2by, + 2a,, | =
6 4 3 Gis 6¢,, + 4b,, + 3a,,

3cubw + 2¢pay 4 6bycy + 2byby + 2byay + 6aycy + 4ayby + 3ayay,.

Powyzsze wzory (4), (5), (6) przedstawiaja trzy sposoby opisania tej samej formy dwuliniowey:
przy pomocy abstrakcyjnego wzoru (4), przy pomocy macierzy w wybranej bazie (5), przy
pomocy wzoru z uzyciem wspohrzednych (6). &
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Przyktad 7. Forma kwadratowa odpowiadajaca tensorowi bezwladnosci z przyktadu (4) we
wspohrzednych (2!, 22, 2%) zwigzanych z bazg kanoniczna ma postaé:

8 -2 -2 x!
ozt 22, 2®) = m[.l" z? 2? ]| -2 8 -2 22 | =
-2 -2 8 x?

&



laglidllgalja. (NViCUll & DEUZIC 101G UWHITIHOWG SViLcul Y Caliq la pltoliZoild v . MOWIL Y,
ze baza e diagonalizuje forme Q jesli macierz Q). jest macierza diagonalna.

Twierdzenie 1 (Lagrange). Kazda forma dwuliniowa symetryczna ma baze diagonalizujqcq.

Szkic dowodu: Dowdd twierdzenia (1) jest konstruktywny, to znaczy polega na skonstruowa-
niu przykladowej bazy diagonalizujacej. W tvm kontekscie wygodniej jest pracowaé z forma
kwadratowa zamiast z forma dwuliniowa. Zacznijmy od konkretnego przyvkladu - rozwazmy
forme 2 z przyktadu (7). (dla wygody przyjmijmy m = 1):

1z, 2%, 2%) = 8(z")? + 8(?)? + 8(2%)? — 4z'2? — 4222 — 422>

Sprébujemy doprowadzi¢ forme 2 do takiej postaci, aby we wzorze wystepowaly tylko wyrazy
kwadratowe, bez mieszanych:

1(11’1_2?‘7‘,3) - 8(1‘1)2 g 8(1‘2)2 e 8(1’3)2 - 41.“I2 pra 4.’[21‘3 - 41,11_3 =
8(x!)? — 4z (2® + 2*) + 8(2?)? + 8(2%)? — 4%2® =
8[()? - 32 + 2] + 87 + 8 - 422

Wyrazenie w nawiasie kwadatowym traktujemy jak poczatek rozwiniecia pelnego kwadratu:

1 1. 1
8[(@! - 37 - 329 - 5@ + 2] + 8D + 8" - das =
fa T Duowe e . L
8(z! — Ezz - Zz”‘)2 - 5(12 + 2%)? + 8(2?)? + 8(2%)® — 42 =
1 1 1 2 312 2.2 312 9 =
8(z! - Z;EQ - 313)2 +3 (—(.r' + z%)% + 16(z?)? + 16(=%)® — 81'.1"’)

Zauwazmy, ze czeS¢ zaznaczona na czerwono nie zawiera w ogéle wspohrzednej z!'. Po uporzad-
kowaniu mozemy ,podda¢é ja” takiej samej operacji sprowadzania do pelnych kwadratéw. Dla
utatwienia rachunkéw zajmiemy sie na razie tylko czescia czerwona:

— (2% + %)% + 16(2?)? + 16(z®)? — 82%2® =
— (2%)? — 2222® — (2°)? + 16(2%)? + 16(2>)? — 8222 =

15(22)? + 15(z%)? — 1022 = 15 [(12)2 - §I2x3] +15(z%)?2 =

15 [(2:2 + %1’3)2 - %(x'“‘)z] +15(z%)% =

1 55 o ; 1 40, .
15(z% — :—;x")2 - %(1‘“‘)2 + 15(z®)? = 15(2% — 513)2 - -3—(.'1:”‘)2
Otrzymany wynik wstawiamy do wyrazenia na 2:
1 1 15 1 20
1(1‘1,12, 1,3) — 8(1‘1 _ Z1,2 _ 21.3)2 T 7(1.2 _ 5_,"_3)‘2 _ ?(13)2_
Nowe wspélrzedne oznaczamy litera a:
1 1
ol =z' — =2 - =2}
9) 2_ 2 13
o=z 3x L
3 3

¢



Jakiej bazie odpowiadaja te wspélrzedne? Na razie jeszcze nie wiemy. Jesli jednak te nieznana ﬂ
baze oznaczymy litera f, to wiemy, ze

8 0 0
15
my={% 3 ©°
20

003

Jak znalez¢ wektory bazowe majac odpowiadajace im wspolrzedne? Potrzebna nam bedzie
zalezno$¢ odwrotna do (9):

1 1 .
2! =o' + 4—0'2 -+ 503’
(10) 2=o+ lax_‘
3
2 =ad.

Wektor v, ktory w bazie e zapisuje si¢ jako
v =2z'e, + 2%, + 2¢;
mozna teraz latwo zapisa¢ w nowej bazie, ktorej odpowiadaja wspolrzedne a:

; 1 1 , B ,
v= :lflel + 1‘282 + 1383 = (Ql + 202 + 505) e+ (02 + 503) €y + 0563 =

a1€ +a (—le +e)+a (—e —=0 +e)
1€1 l 1 2 3 1 .; 2 3)-
\V(,'kt/()ry bﬂzy f to \\'th()ry

fl=ea
s o
(11) f = 4(.1 + €2,
y 1 1
f';= 56] — §€2+€3.

ZnalezliSmy jaka$ baze diagonalizujaca dla formy I (oraz 2). Oczywiscie taka baza nie jest
jedyna. Nie bedziemy podawaé ogdlnego przepisu na diagonalizacje metoda Lagranza. Z prze-
prowadzonych dopiero co rachunkéw na konkretnym przykladzie wynika takze algorytm dla
dowolnej formy. Pewien problem moga nam sprawic¢ tylko formy w ktérych nie ma zadnych
wyrazow kwadratowych - nie ma wiec od czego zaczac algorytmu. W takim przypadku nalezy
wybraé¢ wyraz mieszany z'z’ i podstawic¢
:L"=(}+‘B. .’L‘i=ﬂ—ﬁ.
wtedy
'’ = (a+ B)a—-pB)=a®* - 3*

i juz mamy potrzebne wyrazenia kwadratowe. [

WspomnieliSmy juz, ze baza diagonalizujaca nie jest wyznaczona jednoznacznie. Wspolcezyn-
niki, ktére pojawiaja si¢ na diagonali macierzy formy tez moga by¢ bardzo rézne (zaleza oczy-

wiécie od bazy). Okazuje si¢ jednak, ze jest co$ co od wyboru bazy diagonalizujacej nie zalezy.
Moéwi o tym nastepujace twierdzenie



Twierdzenie 2 (Sylvestera o bezwladnosci form). Jesli (al,. ... a™)i(3t....0") sq ukladami
wspélrzednych odpowiadajecych dwum bazom diagonalizujacym forme kwadratowq q 1 jesli
qla*,...,a") =Y ai(a’)?, q(3'...., ") =Y b(B)?
k=1 k=1
to w zbiorach
A={ay,a,...a,}, B = {by,bs,...b,}

jest tyle samo wspélczynnikéw dodatnich, tyle samo wjemnych i tyle samo zerowych.

Dowéd: Zauwazmy na poczatku, ze warto$¢ bezwzgledna wspoélczynnikéw a; mozna .weia-
gnaé¢” do definicji wspélrzednych (i oczywiscie tym samym bazy diagonalizujacej). Mozemy
wiec zalozy¢, ze zbiory A i B skladaja si¢ z plus i minus jedynek. Wspélrzedne mozna tez
uporzadkowa¢ tak, aby pierwsze byly te ze wspélczynnikami +1. dalej —1 a nastepnie te, ktore
maja wspolezynnik zero. Jesli wspohrzedne w ukladzie a wektora v oznaczymy a'(v), podobnie
ze wspélrzednymi 3, to forma kwadratowa ¢ we wspoélrzednych odpowiadajacych obu bazom
ma postac:

Pa Ta s
q(v) =Y _(a'(v))® = Y _(a™*(v) Z(J‘(v =2 (B (v))*.
i=1 =1 i=1

Naszym zadaniem jest pokaza¢, ze p, = ps 1 ro = r3. Jasne jest, ze p, +ro = ps + raz. Jesli
jadrem ¢ nazwiemy podprzestrzen zdefiniowana warunkiem

kerg=kerQ={veV: YweV Qv,w) =0},
to

Pa+Ta =ps+13=n—dimkergq.
Zalézmy teraz, ze pg < pa, tzn.
P3—Pa<0 = n+pg—p,<n

Warunki
(12) Bi(v)=0 dla i=1,...,p;g, dv)=0dla j=p,+1,..., n
zapisane w jednym z ukladéw wspélrzednych (o lub 3) przyjma posta¢ ukladu réwnan linio-
wych, ktory sklada si¢ z mniej niz n réwnan. Ma wiec niezerowe rozwiazanie (uklad réwnan
liniowych, jednorodny, liczba réwnan mniejsza od wymiaru przestrzeni). Oznaczmy to rozwia-
zanie vy. Warto$¢ formy na wektorze v, w ukladzie \\-'sp(')lrz(;dnvch a to:

Pa Ta

(13) q(v) = Y (a'(w))* = Y_(a***(v))* Z(a v))* >0
i=1 i=1
A wartos$¢ formy na wektorze vy w ukladzie wspélrze;dnydl a to:
pPs s
(14) q(v) = S(B'(v) Z(JPW v)? ==Y (8% (v)*<0
i=1 i=1

Ze wzoréw (13) i (14) wynika, ze
(15) q(vo) =0

Réwnanie (15) w polaczeniu z (13) oznacza, ze

Par, .. ;
Y (@' (wg))?=0 czyli a'(v) =0 dla i=1...p,.

=1



M

Pamietamy jednak (uktad réwnan (15)), ze takze dla pozostatych indekséw a'(vg) = 0. Wyglada
wiec na to, ze wszystkie wspotrzedne wektora vy w ukladzie a sa rowne zero. To jednak oznacza,
ze vg = 0. DoprowadziliSmy do sprzecznosci. Okazuje sie, ze nie moze by¢ pg < p,. Poniewaz
zaden z ukltadéw wspoélrzednychnie jest wyrdzniony, nie moze byé takze ps > p.. Pozostaje
zatem pg = p,, a to juz gwarantuje, ze rg = r,. O

Jesli liczbe wspélezynnikéw dodatnich w zbiorze A oznaczymy p a ujemnych r, to pare (p, q)
nazywamy sygnaturg formy @ (lub ¢) a liczbe r = p + ¢ rzedem formy. Znajdowanie sygnatury
formy jest wazna umiejetnoscia potrzebna przy badaniu ekstreméw funkeji wielu zmiennych.

Przy badaniu funkcji wielu zmiennych przydatne bedzie wyznaczanie sygnatury formy
kwadratowej metoda wyznacznikowa. Niech @) bedzie forma dwuliniowa symetryczna,
ktérej macierz w bazie e = (e, es,...€,) jest

Qu Q12 - Qu
Qn Q2 - Qn
[Q]“ = : : .. :
in Q112 U an
Poszukamy alternatywnej metody znajdowania bazy diagonalizujacej. Nowa baze oznaczac be-
dziemy litera f. Niech f, = e;. W podprzestrzeni rozpietej przez e; i ey szukamy wektora fo
takiego, ze

Q(flsf2) =0.

Wiadomo, ze wektor ten jest kombinacja liniowa wektoréw e; = fi i es:
fo= e + M,
Wspélezynniki wyznaczymy z warunku Q(f1, f2) = 0:
0= Q(f1, f2) = Qler, N'er + Neq) = A'Q(en, e1) + N°Q(er, 2) = X' Qi1 + A’Qua
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A=
Qn
Wspélezynnik A? jest dowolny, mozna wybraé na przyklad A% = 1. Otrzymujemy wtedy
Q12 1
=————€ tey=—|— e + e
fa Oi1 1+ e Q"[ Q1261 + Quie2)

W macierzy [Q]; na diagonali pojawia si¢ Q(fa. f>). Obliczmy:
Q(f2, f2) =Q (QL["Qnen + Quieal, QL[-leel + Qnezl) =
11 11
2
(%) [(Ql‘z)zQ(('lJ’l) = 2Q12QnuQ(e1,€2) + (Qu)z(.) €2, €2 ] -

2
(%) [(Q12)2Q]1 —2Q12Q011Q12 + (Q“)2(")::] _

&[QuQn — Q12Q)2].

Kolejne wektory bazy f konstruujemy na tej samej zasadzie: f; jest kombinacja liniowa wekto-
réw ey, ea,..., €; taka, ze Q(fi, f;) = 0,..., Q(fi_1. fi) = 0. Jak znalez¢ odpowiednie wspotezyn-
niki? Okazuje sig, ze jest na to ogélna metoda. Dla 7 < n oznaczmy D; wyznacznik macierzy

Qu Qi --- Qu
D, = det Q:zn sz : (2:21'
Qu Qa2 - Qu
czyli lewego gérnego  kawatka” macierzy [Q]. i zdefiniujmy wektor f; wzorem
Qn Qiz - Qu
1 Qxn Qr - Qu
(6) fi= Dy det ’

Qi-m Qu-12 -+ Q-1
€1 €2 T €;
Powyzszy wzér nalezy rozumieé¢ tak, ze stosujemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem ostatniego
wiersza. Wspolezynnikami przy kolejnych wektorach bazy e sa odpowiednie dopelnienia alge-
braiczne (podzielone przez D;). Okazuje sig, ze tak zdefiniowane wektory spelniaja nalozone
przez nas warunki. Nie bedziemy tego sprawdzac¢ w calej ogélnosci. Zauwazmy jedynie, ze dla
1 = 2 wzor (6) zgadza si¢ z wyprowadzonym przez nas. Przyjrzymy sie takze przypadkowi i = 3.
Mamy wtedy:
1 Qu Q2 Qus
fa=w—det | Qu Qn Qx

D, er € €3
Wspolezynniki przy e sa proporcjonalne do dopelnien algebraicznych. Oznaczmy te dopelnie-

nia Ay, A2 1 Az. Wtedy

. Ql2 Ql3 = —de Ql Ql3 =de Qll Q12 .
A"""‘[sz st]’ Az = ‘“[Qz: st]' As_dt[Qn sz]‘D2'
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Sprawdzmy ile jest Q(eq, f3):

Qler, f3) = Qler, Diz[elAl egily “reglbd]] =

Diz[Q((fh e1)A; + Qey, e2) Ay + Q(ey, e3)Ag) =

1
D—[Qu:’ll + Q1242 + Q13A3]
2

Zgodnie ze wzorem na wyznacznik zwanym rozwinieciem Laplace’a, wyrazenie czerwone jest
wyznacznikiem pewnej macierzy:

Q]l Q12 Q13
Q1AL+ Q245 + Qu3As] =det | Qa1 Qa2 Qa3 | = 0.
Qu Q2 Qi3

Macierz ta ma dwa jednakowe wiersze, wigc wyznacznik musi by¢ zero. Podobnie bedzie dla
Q(e2, f3), tylko, ze tym razem powtérzy si¢ wiersz drugi. Oznacza to, ze Q(f1, f3) = 0 (bo
ey = f1) 1 Q(fa2, f3) =0, bo fs jest kombinacja liniowa e, i ey. Trzeba jeszeze policzy¢ Q( fs, f3):

1 2
Q(fs, f3) = (D_) Q(e1 Ay + e2As + e3A3,e1A; + Ay + e3A3) =

1 \2 i
(—) Q(es Az, e1 Ay + e2As + e3A3) = —Q(e3, 1AL + e2As + e3A3) =
D'z D'2
Qu Q2 Qs
1 D:.
e det | Qa1 Q2 Qo | = F‘
2 Q3 Qa2 Qus 2

Macierz [Q]f jest diagonalna i na diagonali ma wyrazy
-D2 -D'l Dn

Liczac wyrazy dodatnie i ujemne w powyzszym ciagu znajdujemy sygnature formy. Metoda
dziala jesli zaden z wyznacznikow po drodze nie jest zero. Jesli jest, wyjSciowa baza e nie
nadaje do tej metody, albo forma jest zdegenerowana.



14
TROJCA ((miczbyft Suligle.)

Oka2000 ?\f ']'u& 2e .fyymn duulimoe S etv\d(:wme ;-ann kuadvatore o

Nlsuwe fo sawm, }\(]Lloo imacag opisome, épcdvzmg Fei02 e Jorwme  diiu
l&:twlowz 'jesam.e 2, l’mnej dmma:

Niech Q@ bgdase forme drutimong , mickonewanie &Kme%am,g CDeX'-'Miuq‘eomn.

odw 2LOYOLOOWL

Fu V= V* B0 QO,) e QLw= <REW

&C’V,') to | 095 co meka. ma wekjor 2thy W Kowoc Lab ' & wige
kouwektod. 0 Scue /WWiqc dowodmne odwonooume 'V — v ¥
Leodouae mjt S’l-uJONlAaé VEO'YW\? Olo:)uh'twlotﬁg Qr W20 e

Qe(Pw) = {F() m>
Islrfwie“e H:ﬂ'wwf*’ dmlwou.u&_ od—fowlmos'c dea htofww“i duuwunio
NVGmi o oduwzovodaumienms L (v,V*).
f‘Powﬂ-oti: gotem moherdume P ‘e : doke (Taonost oduzonowomia F

e, &< &HM‘UO- QF ’IM* ﬁ-rmej"vld(:tma_? 6l¢o~o &F('ﬁ“‘w)-‘
= Qp(Wv) dle dodolivgon Vi W R

(%)
<F(‘T)|”>’<P(N)\v> ’P'mm)omuu" sohe Yeron W20d oo
$ zeugo_\l”;\glwwﬂoumd : lz] “?ua
TN —> W T*:W*—> v
ST = LTHx) W)
ookl deamiemy W=V ¥, o W*=V i 2arsumo F jok F* oh.goim

a Vdo V¥ Shortuec 2 {F(¥) W 159U by S
(k ) S I rof &

(FE) NS = v PH)) = <A, v> 2 Loy
] | UQAMim(’o\mj zjodhiez %hm\ﬂc@ 2%/\

me \\‘en’r



-Uomaﬂua‘gc 2 (%) i (%) ﬂrvvo\wwk 15]
(FG), 0> = LFE) Y= CFAW), VD Riumeié ma 2amoid e
dowoluyetn V) W, 2atem 2, dowoluots U "“”‘"‘6 F(w\= F‘*(u) (B

3 do oW =¥

NHWM\J 2ofewt 2e QF Sugmd“na(awo. => F samws')ngaome. W %
xbrumg aodrunel :]'9,4 W 2asadate ie(u.d—\aow,a: ’(]&‘,1,[ F=fF% o

O (T4) - CF o),y = SFH) 0= CFGOY) = Qp () ctt B (99) -
Qe (W)

Theum elementen }"%J“J dd %valv!:u 2 AM&P

Mc’uﬁﬁﬁ ) émam: l«dmw\aw Se odwa0dnoLoouuL e SOUsPN2e T
e,
o & QO
W PG
P 5 q)(v 27)
v-ﬂ\u’ﬁ er =\
\é
L o}-'; & ﬁ»)/ 4 ’_—&

Cl,("r) i <Fo\ ('\7)|V>

O%%M? -bdwkg ol,ojracn.:go% thw\ i oolW2orolam ']'ml‘srlckua -‘lH)'g):lku nm'ydma
mageg formy X a mdmf o_duwfvowmc fa- /Pn'ectj rvw:] m\dwf\oc
20.d.040 e GvoL Q Ma Qnode e MO oduWnoounie  Samesprgzo
o FQ 2.(.3\'9 vwﬂo 2 VCON'MMg Q. Maaes FQ \Jgda_imj zu.xf-:uauah
H houe € uévi Wsj' olo rwie1' houe € W * Smmlwa
Lokem [F&]Q



CZoodnie 2, c}ﬂu«fni 20s0domt  Yolumn 41] maae Y -\cowek}om,%(
Fg(f;) Wprsone W bozie €, tam I',Ho olumna MOuenZy o
o‘dﬂ’-\& __ £

¥ LFQ(E«;)]

Niodome  ze stoSEuEdMe nekAove 0 d,o,wa baaue obkw“é s/}os\u(.]‘?c
do oueqo %ﬁ%}:] b:uza W “Tu %ﬁ«m (ko) Hekbowem jort Q((";)O_
Ioow? do <5\jco+ e. 2oteom J-h LJSrST.w.?dM,Q_ W [—{11' Xolumni
Mo elany F;]i ko

<F&(€i),€\i>= &(ﬂ'e\anL\i

Mocer oduzovodamea FL 2, bawy e oo tlwolung € Aot MOWa
e} b“’ﬁ
(vmccew.ﬂ V€°’Y‘”“J Q u boze e 3 1=

) - [al,



ZADANIA NA CHICLE/HP: (du.y 2Wukle .lg m Mla.ndia mIna 1t u&ac

PIC wiool
Lodownce 1 : Z.:liuﬂomwizonanc 'Yhe)coif oézjm»aen, malez? .Satsmn!uv? ) Ted {ofvm-a
klodoodowe
3 REI—R  q(0)= TV(o)

Zadowre 2 .Zimﬂma.lmn melode alaﬂmaae'o., 2uwndedd nQFc(, Sqguaroy haze ohbo.pom'-
st i z

LE R*—>R tL(Klﬂlz)’ X" ¢ Zx\a-l- «Z\\f + 452 +52
W ZX.AA}«@ andtu'c‘ /mdod.? H(ljmmmko«_l%
Jodawie s Nieds b: BLI—R  bgoaic dowse woovem b(v)= S(’D'(*)) (.3t—5t)olt-

N(T&(mc 2 igtaderg d"’"""{] sl;_ ¥ take 2e

b(=)= Y(v) %0
S&amw.o-.bcxc " k/‘a-}e.nuw- G)—MA\QQJWQ ngma kaudm).kouc] q,o Aok .laouaq\u dUda

ko

2adauce 4 q,(x)= b (XT [%1;‘ X) Xé€ ﬂﬁz 2ualead szmwdwvf i joxgt baze dio.r
MM"“&?‘T
2odoue S : @] l'ﬂ-mie['e Fe L(v,v) Joki | 2ze Cl'.’b(v) = Ci/, (FV) Jw—& hk uatezec
P

V= R3) %4('\7)9 xzj-r l:]z-; 2x "T/z.(ﬂ’ 4x-3-zz'
’&ZAAIM:E ¢: T—Wlﬂef MCZ‘CI 6ﬂ7§ NSF'.OM d«a‘go/\/cohzu.]gg? Fo«r QQNW\

e (TH), Q0 A



