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POWTOIRZENIE 2 POPRZEDNICH ZAJFE : Wykiad zoezniemy ad pmypomnienia
Poggi ,Ktovepojowity sig wprykiaokie omawianym w trakcie popmedniego wykiaolu .

Dodamytakze Kitka  defimiip ,
Kline popmednio rig mie pojawity .

Pvacujemy w pmeameui endomorfsmow limiowyh ,
ton

.
odwzovowoui liniowym a

pmettneui V do pmestmeni V
.

Dlo . wygody wprowadwmy skrocone  oznacsenie

L( V.v ) = End ( v )
.

Zbiov End ( v ) ma strukturg miepnemiennej alyeby a

jedyukg . Algebra jest to pre Amen wektorowe a obiouowiem fdzwycsoj me .

zywamym mmozeniem ) ,
Ktore jest lihiowe 2e wzylgolu me kazoly argument .

Lapinmy warunki : A - pmeanei wektorore
,

o : A  × A  → A  mnozenie

speihiojo
,

a
,

+  had ob = Aa :b + Robb ,
afhb

, +16, ) - Rabat  Raf

the dowolhych a
, a. , aa , 6,6 , , ba E A

, R , dzek. Mohring ,
a algebra jest premienna

jisli ab . be
. Algebra jest alyebrq a jcolynkg jeli ihmiqie element 1€ A take

,

zeta - ate due dowdnego AEA
.

Dzioeaniem mnozenie w End ( v ) jest  skiadanie  odwsorowoin
, jeoyhkg jest  odwzonowamie

identyknosciove .

Pmestnzen macieny twowbatowych hxh o wspotayhnikaur a

iota K to oaywiscie End ( Ki ) = Kin
.

Wiowwmo
,

ze job
'

w pmeameni Vwybie .

Ngmybazg e to tazdemueleeueutowitthdlv) mozemy pnypisai Macias

The End ( Ki ) . Odwsonowowie

End ( v ) st 1-7 [T}ee End ( ki ) jest homomorfizmem ahgebr ,
tom

. jest linio .

we iwchowwje mnozenie [tDee[T}e[ Dee i jedyukg [ id& 11
.

Lomwazmy ,
ze nie whystkie  algeby majqjedynkg .

W kin mwzemywprowadzii inng shuk -

tuvgalgeby : ( Xie ) ->[x , if XY *
komulator mociesy

( Ki
,

[ it ) jest  algebng ,
choi wlympmypowlkn okiouanie hoiywo. hj rang

' nawiasem



ME mnozeniem
.

Nawias jest anlysymehycsny ,
tar [× , D= - [7,×]

. Algebra
( kin ,

. ) jest tgcuue ,
tom ( Xie )z= x.AZ ) . Algebra ( Kin

,
E ;] ) nie jest tgcsne .

manias speihie sa to wowunek[× , [ YR ] = [ [ xp ] , 2ft [Y , [xiD ], 2W any
tozsamos '

-

cig Jawbiqo . feiliokiouanie walgebre speimie tozsamojc fawtiego I jest
aulytymehycsne mozywauy tsalyebg olyebrq diego .

Wvawumy do alyehy euolomorfsmoir 2 mnozeniem
. Element tcjalgeby mowwyg

sigdobme do podstawiama gala owgumeuty wielomianu mad odpowicduim  ciouau :

Welk
,
't ] WH )= ant 't a. .

,E
'

't . .  + a .tt a .

TE End ( v ) WCT ) - art
"

+ an ,T
"

+ . . . + apt ask

Wektovem wtasnym operator a Tt End ( v ) nasywamy niezerowy wektor

tell takiize owe pewnej licsby de K Tt=  do
. Libby tg masywamy

wowtjcig wtasng operative T
. Zbiir ussystkili Warbsciheasnych T nazywamy

spektmm T I osnaowmy Sp ( T ) .

Wartosci wtasne znajdujemy noswigzujgc nownanie det ( T - Nt )=O .

miwnanie to morgue big rownaniem howakterydyrnym operative T . Bowne

mie to me dwwakter wielomiauowy . Wielomian w
. ( X ) =  det ( TAA ) jest wick -

mianem slopmie Nownego wymiowowipmesameni V
. Uwowje :  ma pierwszy nut  due

Mie jest w ogole jasne ,
Ze Pojgue wysnoesuika ma Sens dhe operation w w

pmestmeui imncj miz K !

Pmeiiez
zmiouue bony w Kling

'

zapisujemy Mauer

operative powoduje smiling tq'

macieny . fish wyznacsuik tez sig smiaue
,

to

defimicje wt mie me sensu ! Takjeowuakmie jest : Nick fi e bgdg dwiema
baaamiw V a U = [ idtte maciemg pmejscie .

Wowcses

Este Edteete [ ix u#!un
det ( [TH )=det(u[T}e . W ' )=detU . det[3e . detut = detudtau .  oleta ! '

e
= det He

Wyswcsnik operation jest dobkezdefimiowany
,

Burnie salezy ad wufbovu body !



Wielomian dwwaktuystycwy uf(x)=det(T - at ) jest wiuomianemstopmie miwneyo

wymiarowipmestrreni w Kling dsioua  operator T
. Osman to

,
ze  operator T

ma  n  wartosci wiasnyur binge  2 krotnosciami
,

t.su#krotnosciwtKl-(xaDkr(x-Hk2..

. ( X . WW i k.tk , . " kin .

feili operator T dziata no preotmeni aespdonej ,
wiwcwb zowowno wspjlcsynniki wt

jaki elemeuty Sp , Sg licsbami Zespolonymi . fish
' ads T obiaio  na pmestmeni

Recsywistg ,
to wspilcsynniki hot  sq Recsywiste ale wowbii wtasne Mogg nadal byi

onespolone .

Prowadzi to  do pewnych komplikoig . Jeili jednak T jest  mecsywisty ,
a

peouojcgo  wowtoii wtasna jest zespowne ,
to tokze hisoa  do nig spmgzone gist

wowbscig wtosng T 2 tg sang krotnoscig .

Wektvy weasne  odpaoiadajgce wowtosci wtasng X wwjdujemy vodwigsujgc Niwnanie

( t . xihso
, anti

v . Kerk ' At/ I wartosc wanna

pmestmei wtasna

2 defnigi Spa wynike .

ze  dim Vx > 1 jeili T zespowny I jeili Tmesywi
stg i x Reuywisle . Kiki Treuywisto  i I jest Zespolone wektoviw wtasnych W

pmestreuivodpaoiadojqgu  R mie  me
.

Podpmestreuie wiasne sg miezmienniose
,

ton TV ,n=k . Dokiadnig , podpme
stmenig miesmienniosg the T masywamy podpmestmeii UCV take , Ze TUEU

.

Dhe podpmestmeui wtesnych many Niwmsd .

Naszym celew w dalssym ciqgu bgdzie snalezienie Nozkioudu V no , sung

.

posts podpmestreui miesmiennicsycu the doing operative T
. Bgobiemy

tezhalegac , tebypodpmesameuie te byrymoztiwie moeego wymiowu .
Poco to ?

Latozmy ,
te VTUZOU ,

I Ua , Uz sq mezmiennicse
.

Wei my tezba.ge
pmestmeni Vsgodhg 2 powyzhym rozkiadem tan

. e-
(e±gLekie±yn)

wtedy mowers Hee me postai bbkowg : Us ua



K
-

ZnodezienievozktoTumepodpmeAnemienie2miennicsejestwiqckrokiemwKierunku2nole2iemieE3e-Ktf@0fbasywktsvejoperotovmaprostgpostaiJn.kWhajpnostssympmypowUou-gdykazohez-poolpmestreuijcstjednowymiowowa-operanktovjestdiagowlny.Pmygotnjemyhjterazo6omowieniesytuajiog5lngjtsn.gdymieistmiejebazesiozohe2wektorowwTosmychoperotove.T

.

OPERATORY RZUTOWE :

Zaiozmy ,
ze V=U±OUz .

2 takim Noonkiadem stowabyssyi mozne due

eudomorfizmy P.
, Pa E End ( V ) . fesili V= Unto Uz , to toady wektor

TEV daje sig jednoznacsnie nouiozyi no , sktowlowe the U
,

i use Ua
T= qtr . Defimujemy

Pn(v ) . on
, Photo ,

t

Muth Uz www.uz
[

But me U
,

wsdiuz Uz¥
mtomovfsmy Pzipzmojq nastgpujqce wtasnosci :

Pz+B= 11
, Pip

,
REB

, PnB=BPn=O wiasmiscitemotnaspraw -

obiibesposredmim Nadwnkiem
. Okawje nj , ze jest tez  

odwvotnie
: Para

operator iw Psi Pz speiniojoue powyzhe warunki prowowbi do vozkiaolu

presameni V ha suing prong . Widai
, ze tak uaprawdg wystercsy

zadai jedeu operator Peewit ) speiniojgy waruuek P ?P

FAKT : Nick Pe End ( v ) speimie PIP
. Wtedy takze 11 - P speima

.

(M - Ppi ( t . Pj .
Ponadto PA - P )= ( t . P )p=o arez V=UzOUz

yobie

Uz=imP=
Kerth - B , Uz= in ( A - P) -KWP

.



DOWDD : Spvowobimymojpierw wowuwki algebraic me :

P(

A-
P ) =P - p?_ P . 10=0

,
(

A-
P )P= p - it p . p=o

( lHP=(A-p) ( A-P) =11- P - ptP2=A- p - P+P=t - P
.

Oznarmyteraz UE im P i
Ujim

( A- P) . Many 11=10+(11-10) ,

Mt
j=Aj= ( p+( A- PDJ - Prt ( A-PH

end ng
,

Wymke 2 tagore f- Npn,

Nick terror UE Unnnlz .

Omaha to ,ze istmieje JNEV takie
,

ze u=PJ
,

araristnige vsevtkie , Ze u= ( A - P )O ,

u=Pts=(H - P )R
- o

*q=P( A-P)T=0
t In satem Unnuefo }

Pv ⇒ Po
.

-0
1

Istotnie wigs V= UNOUZ .
Dodatkowo

, josh
'

ue Us ,
th u=µI - P )t

to Pu=P(tP)v=O satem u£ Ker P
. Wykawlismy ,

ze Uz a kerp .

2 drugiej strong jesli nekorp
,

tar Pu=O to u=m . O=u-Pu= (H - P )u ,

tun ueim (A - P)= Uz . Wykazaliimyize karpc Us .
Ostatecsnie wigc

kerP=Uz .

Podobuie Ker (H - D= Us . her

Powyzsy faktstandusasowlnienie  defnigi pojsuie operative Rutowego .

Operator Pe End H nazywanj operator em mubowym but Rutan jesli
P2=P

.

Powyzssy fakt mozme uogoluii me wigkng licsbg sktadowyck :

FAKT : Nick Pa , ... ,Pk bgdg operator ami speiniojgymi Pstpzt . . .+Ph=1
PiPj=0 the itj . Wtoy Pisq mutami oroz

V= yoyo ... ovk dhe Vi=imPi
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Odwrotnie
, weimyteraz kutowy Nozkiad jeduosci taki

,
ze [ Pip ]=0

dba whystkicu it 1 , ... ,K } ,
nick Hi -  impz . feiliv; E Hi to :

O=[Pi,T]ui= PITH .) - Tpicu ;) - Pi ( Tluil ) - Mui )

. i

Pi ( Tluil ) - Hui ) tan Hui ) E imPi=Ui
Pressmen

'

Ui jest wigc mieomiennime one T
.

Wowunek
, aby dairy Nokia

no . sung frost byrvostaadem me podprestrreuie miesmiennine
wyvazo

nym w jgsyku mutow me posted
 E ,Pi]=o .



PRZYKTAD :

T=(}.

?o|| Teena ( R3 ) ylxtcxnpc as )

Operator T speinie wowuuek yH=O . p jest 2

dokiadnosuig do snaku rowny wielomianooi chowaktenptyu .

menu operators T
. Twierokeuie

,
ktivemiwi , te ufH=O hosi hazwg Twierolzenie

layieya Hamilton
.

Dowodem tegotwierokeuie sejmiemy njpiimiej .

Oznabmy qkt (Xnp
, %W=¢-2 ) . Wielomiauyte sq wsglgduie pierwhe , wtem

Knystojgcz  ahgonytmu Euklidesa mozemy wysnacsyi take wielamany W
,

I wa te

wsfstwilit .

It -2×+1 X - 2 1

× 1 . ( it -2×+1 ) - XK .  2) = 1

×  1 o w , ( H=1 wzcxk - X

Do  rjwhanie  wielomiouwwefo qwntyzwjl podnawmy operator T :

.

1=wsHqH+w,HqH . ( T . apt ftp.2n .)
Pz ¥

= Biz
R= ( tutj

?

P
,

= 2T - T2
-

Lbiekmywtasnosa
'

operators Pnpu : ( ^ ) Pn+Pz=1 ,
(2) Pipe w.lt )qH ) . wdt )qH÷

Walt ) HT ) felt )ydT) . Walt )w< (T ) yH=0 podobnie PzPn=0
.

W Takimpmypowlku  nfodnie
2 udowoduiowym jmzez  was foktem Notion Pntpi I jest mutowym rozkio . dem jwwwsui .

dodatkowo
, ponievaz Pnipz sg wielomiauoui 04T.to RIB sq pneuiiennest .

Bokiad Un+0Us=R3 odpowiowhqfiy Pn+R=H jest wigc Nokiowlem he podpnestmeme
miesmieunicse  wsgledemt .

Wysnormy operating Ripz explicit :

.



( T . aft fi ) ( T -24
.) =P

t.tn#*itiIfiE:::ol

¥ .E?lH÷I=Kt:L

Pmestmeuie Uiimpzi Uz=imB mozme snalezic
'

besposneobn's

badojgc odpooieowuie operatory .

Uiimpi( ftp. ) imps ( FD,µ>=u .

RozIaod1RkUn@Uajestvo2kiao1eiuR3mepodpmeAmeuiemesmiennicseolheoperatomeT.MzjcstpodpmestRenigwTesngVzimatomiostUzmiejestpodpmestrenigwiesng.2awierejeauakpodpmeAmaiwiosnqV1.IstmiejeSsybsysposobsmgi6wauiepodpmeAmeuimiesmienniuymbeztwwiecsuosciwypisywaniaposAacimutiw.Rospatkmynastspujgqsytmoqj-oyH-k.x

.sk?.
. ( x.x.sk

y ; K ) = %h÷µ,
1 - W ,k)qK)t . . . +wrfyy , (a)



Pi - wilt ) gilt ) FAKT : imPn= Ni  = Ker ( T.ae#)ki
a

Pi
Dowid :

Dowodzimyize imoiHpiCT ) - Kar ( Taitt )ki

Nlech wigc MEim Pi
.

Osnocso .
to

,
ze n .

. Pi ( t ) dhe

pewnego VEV
. Oblikmy ( third )ki( ul :

( Thin ) kiln ) - ( Th ;D )
"

wilt )y ; Ht - 0 satem

T T
impic Kerk ' 'Ak

y ( T ) =O

2 drugig
'

strong mien me Ker ( T . xD )
ki

,
tom

( T.my kin =o .

Wiowlomo jeohuakize I=Pyt . . : + %

satem u=P
, utpn + . . . + Pint . . . tfru

Weimy jti wteoly Pj=wjHyjH a yjwiwiera uynnik
( X - Xijki ,

wobec tego Pju=0 . Wpowyzhq
' sumiesortanie

jedynie i - ty skiadnik
,

tom

n= Pin ,
tom ueimpi

wykawlismy wiscize ker( That ) "
a impi .

Pomiewaz sachoobg sawielauie w Obie throng ,
to snowy , ze

many do Czyluieuia 2 miwwsiq .

L.
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,

𐀀𐀁𐀂𐀃𐀄𐀅𐀆𐀇𐀈𐀉𐀊𐀋𐀍𐀎𐀏𐀐𐀑𐀒𐀓𐀔𐀕𐀖𐀗𐀘𐀙𐀚𐀛𐀜𐀝𐀞𐀟𐀠𐀡𐀢𐀣𐀤𐀥𐀦𐀨𐀩𐀪𐀫𐀬𐀭𐀮𐀯𐀰𐀱𐀲𐀳𐀴𐀵𐀶𐀷𐀸𐀹𐀺𐀼𐀽𐀿𐁀𐁁𐁂𐁃𐁄𐁅𐁆𐁇𐁈𐁉𐁊𐁋𐁌𐁍𐁐𐁑𐁒𐁓𐁔𐁕𐁖𐁗𐁘𐁙𐁚𐁛𐁜𐁝2𐀀𐀁𐀂𐀃𐀄𐀅𐀆𐀇𐀈𐀉𐀊𐀋𐀍𐀎𐀏𐀐𐀑𐀒𐀓𐀔𐀕𐀖𐀗𐀘𐀙𐀚𐀛𐀜𐀝𐀞𐀟𐀠𐀡𐀢𐀣𐀤𐀥𐀦𐀨𐀩𐀪𐀫𐀬𐀭𐀮𐀯𐀰𐀱𐀲𐀳𐀴𐀵𐀶𐀷𐀸𐀹𐀺𐀼𐀽𐀿𐁀𐁁𐁂𐁃𐁄𐁅𐁆𐁇𐁈𐁉𐁊𐁋𐁌𐁍𐁐𐁑𐁒𐁓𐁔𐁕𐁖𐁗𐁘𐁙𐁚𐁛𐁜𐁝 Lbadanie obiouonie Two
. kozdej 2 podpnreameui miezmie .

nnisych , 𐀀𐀁𐀂𐀃𐀄𐀅𐀆𐀇𐀈𐀉𐀊𐀋𐀍𐀎𐀏𐀐𐀑𐀒𐀓𐀔𐀕𐀖𐀗𐀘𐀙𐀚𐀛𐀜𐀝𐀞𐀟𐀠𐀡𐀢𐀣𐀤𐀥𐀦𐀨𐀩𐀪𐀫𐀬𐀭𐀮𐀯𐀰𐀱𐀲𐀳𐀴𐀵𐀶𐀷𐀸𐀹𐀺𐀼𐀽𐀿𐁀𐁁𐁂𐁃𐁄𐁅𐁆𐁇𐁈𐁉𐁊𐁋𐁌𐁍𐁐𐁑𐁒𐁓𐁔𐁕𐁖𐁗𐁘𐁙𐁚𐁛𐁜𐁝3𐀀𐀁𐀂𐀃𐀄𐀅𐀆𐀇𐀈𐀉𐀊𐀋𐀍𐀎𐀏𐀐𐀑𐀒𐀓𐀔𐀕𐀖𐀗𐀘𐀙𐀚𐀛𐀜𐀝𐀞𐀟𐀠𐀡𐀢𐀣𐀤𐀥𐀦𐀨𐀩𐀪𐀫𐀬𐀭𐀮𐀯𐀰𐀱𐀲𐀳𐀴𐀵𐀶𐀷𐀸𐀹𐀺𐀼𐀽𐀿𐁀𐁁𐁂𐁃𐁄𐁅𐁆𐁇𐁈𐁉𐁊𐁋𐁌𐁍𐁐𐁑𐁒𐁓𐁔𐁕𐁖𐁗𐁘𐁙𐁚𐁛𐁜𐁝 obaobwiepmypowlku operators me meuywincj
prsestmeuimojqccgo zespolone vowbjinasne

.



TWIERDZENIE CAYLEY 'A HAMILTON A

Nieh WTH ) - det (
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"

Licsymy dodge :

( TAIPEI )=(Bo+B~X+.
. . +13mA

"

) ( T - xD ) - BoT+BIxt : - + Bn
.

,Thm

- Box - Bnk ... - Bmx
"

=



( TAIPEI )=(Bo+B~Xt: . +13mA
"

) ( T - xD ) - BoT+BIxt : - + Bn
.

,Thm

- Box - Bnk ... - Bmx
"

=

Botta ( BI - Bo )+R( BI - B
.
)t' " + At ( Bn

.
,T - Bm ) - A Bmz =

Tfomiwnwjemy611+411+611 + ... + cnn.tl = wt( a) -11
.

wyrory pry
Bot = 611 jeowuakowyar

Bi . Bo = 411 / . T potggau

BI - Be - qH /

.T2; #611

Bn
.
,T ' Bmi on..lt/.Th#B@=cnT- Bn .i=cn .
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