Lista pytan egzaminacyjnych z Algebry II

czerwiec 2015

Zestawy egzaminacyjne skladaé sie bedqg z dwoch pytan - pierwsze z zakresu 1-15, drugie 16-36.
Osoby, ktore chcg dostaé¢ 5 muszq odpowiedzie¢ na jedno z pytan wyréznione kolorem rézowym. W
zadaniach rachunkowych konkretne dane mogq ulec zmianie, przy zachowaniu ogélnego problemu.

Pytanie 1 Kowektory, przestrzen sprzezona - definicje, wlasnosci, przyklady matematyczne (kowek-
tory na R,[-], R™ ...) i fizyczne.

Pytanie 2 Niech V =R3[-], z € R, ¢, € V* takie, ze (s, v) = v(x). Wykazaé, ze jedli a # b to ¢,
©p sa liniowo niezalezne. Czy (¢1, 2, 3, P4, ©5) sa liniowo niezalezne?

Pytanie 3 Co to jest baza dualna? Znalezé baze dualng do bazy ([ i ] , l _11 1) w R2.

Pytanie 4 Wykazaé, ze dla skonczenie-wymiarowych przestrzeni wektorowych istnieje kanoniczny
izomorfizm V =~ (V*)*

Pytanie 5 W przestrzeni R? dana jest baza f = <[ ; ] , l _21 ]) Jak znalezé baze dualna? Znalezé

rozklad wektora Z w bazie f i kowektora [5 6] w bazie dualne;j.

Pytanie 6 Niech V, W beda dwiema przestrzeniami wektorowymi, niech takze F' € L£L(V,W). Poda¢
definicje odwzorowania sprzezonego do F. Wyjasni¢ zwiazek macierzy odwzorowania sprzezonego z
macierzg odwzorowania wyjsciowego w odpowiednich bazach.

Pytanie 7 Co to jest anihilator podprzestrzeni wektorowej? Udowodnié¢ prawdziwos$é jednej z poniz-
szych rownosci dla podprzestrzeni wektorowych U, W C V:

(W+U)=W°nU°, (WnuU)=wenu°.
Pytanie 8 Definicja formy dwuliniowej, przyktady matematyczne i fizyczne, przestrzen wektorowa
form dwuliniowych, jej wymiar, formy symetryczne i antysymetryczne.

Pytanie 9 Co to jest macierz formy dwuliniowej i do czego stuzy? Znalez¢ macierz formy Q(v,w) =
fol v9t + 1)w(t)dt okreslonej na Ry[-] w bazie (t + 1,t).

Pytanie 10 Wzdr na zmiane bazy dla macierzy formy dwuliniowej. Niech e; = fil1+ fo, ea = f1 — fo,

[Qle = [ ; g 1 Znalezé [Q].

Pytanie 11 Co to jest forma kwadratowa? Wyprowadzi¢ formute polaryzacyjna.

Pytanie 12 Sformulowaé twierdzenie Lagrange’a o diagonalizacji form kwadratowych. Opisa¢ metode
Lagrange’a diagonalizacji.

Pytanie 13 Zdiagonalizowa¢ metoda Lagrange’a forme ¢(x,y, z) = zy + xz. Znalez¢ baze diagonali-
ZUjaca.



Pytanie 14 Sformulowaé i podac¢ idee dowodu twierdzenie Sylvestera o bezwladnosci form.

Pytanie 15 Opisa¢ metode wyznacznikowa znajdowania sygnatury (i bazy diagonalizujacej) forme
kwadratowa.

Pytanie 16 Co to sa wartosci wtasne i wektory wlasne endomorfizmu liniowego? Wykazaé, ze dwa
wektory wlasne, ktore odpowiadaja réznym wartoéciom wlasnym tego samego endomorfizmu sg liniowo
niezalezne

Pytanie 17 Co to jest operator rzutowy? Zapisa¢ macierz operatora rzutu na podprzestrzen rozpigta

1 . . D 2 . . .
9 wzdluz podprzestrzeni rozzpietej przez wektor 1w bazie kanonicznej w R2.

przez wektor

Pytanie 18 Co to jest rzutowy rozklad jednosci? Znalezé rzutowy rozktad jednosci odpowiadajacy
rozkladowi R? na podprzestrzenie niezmiennicze dla operatora 7. Jego wielomian charakterystyczny

to wr(A) = (1 —X)2(2 = \).

3 =2 1
T=|1 0 1
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Pytanie 19 Sformulowac i udowodnié¢ twierdzenie Cayleya-Hamiltona.
Pytanie 20 Zdefiniowa¢ podprzestrzen pierwiastkows dla endomorfizmu liniowego. Opisaé¢ dziatanie
operatora na jego podprzestrzeni pierwiastkowe;j.

Pytanie 21 Operator nilpotentny: definicja, przyktady, posta¢ kanoniczna, wielomian charaktery-
styczny...

Pytanie 22 Znalezé rozklad T'= D + N jesli D jest diagonalizowalny, N nilpotentny i [D, N] = 0

dla operatora
4 3
r- [ s ] .

Pytanie 23 Posta¢ Jordana macierzy - co to jest, do czego stuzy. Znalezé postaé Jordana dla

T:[_g _32].

Pytanie 24 Definicja i metody wyznaczania funkcji od operatora liniowego.

Pytanie 25 Niech f(z) =72, %:W Znalez¢, jesli to mozliwe, f(T) dlaT = [ _43 _32 ] :

Pytanie 26 Podprzestrzenie niezmiennicze dla operatoréw rzeczywistych odpowiadajace zespolonym
wartosciom wlasnym.

Pytanie 27 Formy 3/2-liniowe: definicja, przyklady, przestrzenie unitarne.

Pytanie 28 Nier6wnos$¢ Schwarza z dowodem.



Pytanie 29 Odwzorowania muzyczne b, § w przestrzeniach euklidesowych i unitarnych.
Pytanie 30 Odlegtoéé¢ podprzestrzeni afinicznych w przestrzeni euklidesowej: definicja, wzory.
Pytanie 31 Dopelnienie ortogonalne, rzuty ortogonalne: definicje, wlasnoéci...

Pytanie 32 Sprzeznie hermitowskie operatora: definicja, macierz operatora sprzezonego hermitow-
sko, wlasnosci...

Pytanie 33 Operatory ortogonalne w przestrzeni euklidesowej: definicja, wlasnoéci, spektrum, postaé
kanoniczna.

Pytanie 34 Operatory unitarne w przestrzeni unitarnej: definicja, wtasnosci, spektrum, postaé¢ ka-
noniczna, przyktady.

Pytanie 35 Operatory hermitowskie w przestrzeni unitarnej: definicja, wlasnosci, spektrum, postaé
kanoniczna, przyktady.

Pytanie 36 Twierdzenie spektralne dla operatoréw normalnych z dowodem.



