Zadania z Algebry I

Seria 1. 12.10.14
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Rozwigza¢ rownania kwadratowe w ciele C':
(3+1)22+(3—2i)2+(3—i) =0; 22+(2+49)2+2-2i =0; 22-52+7+i=0; (14+i)22+(2+3i)z+4—i = 0;

Sprawdzi¢, ze z = 1 jest rozwigzaniem réwnania 2> — 9z + 8 = 0 i wykorzystaé to do znalezienia pozostalych
rozwigzan tego réwnania.

Rozwigza¢ w dziedzinie liczb zespolonych réwnania:
2+ 6ir+44+4i=0,2°—32°4+62—-2=0,2°—-3V22x+2=0,
4+t +203 4222+ +1=0, (2 +1i)° =25

Sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej wyrazenia:
14 cosa+isina; 1 — a? + 2ia, gdzie a = tga.

Niech w = e%™/°. Sprawdzi¢, ze z = w + < spelia réwnanie 2? + z = 1. Jakie réwnanie spelnia w?

Niech 7, j2 oznaczaja rézne od 1 pierwiastki réwnania 23 = 1 i niech w ma znaczenie z poprzedniego zadania.
Wykazaé, ze:
1+ =7 Q-+ +w-w?)=4 (1-/)1-5)1-5)01-75°)=9.

Niech w = ¢?7/™ i niech k bedzie liczba naturalng niepodzielng przez n. Wykazaé, ze:

14wk +w? + .. +wr Dk =

0 n=2p
1— k 2k _ o —_1)n—1 (n—1)k _
w® +w + (=) w 1+ka n=2p+1
Dowiesé, ze:
144t . —1 .
(a) 1J_r;t = e¥arctet dlat € R; (b) jﬁ = itgf dla z =€, p €] —m, 7;
z—1 77371'
e (2= T) dins = e g - 1T
() S =83 4 az=e% pel-o [
1-— 1 "
(d) Jezeli tg(p—zl+ to tgn(p—zl+zn, dlazeC,z#-1#2",p€R
© 14itgz\" 1+itgna
e)|l————) =———
1—itgx 1 —itgna

Znalez¢ liczby zespolone z spelniajace réwnanie 26 + 232 + 22 = 0

Podaé interpretacje geometryczng i naszkicowaé zbiér: {z € C' : Re( j:;) = 0}.

Wyznaczy¢ i naszkicowac:

(a) obraz polplaszezyzny {z € C : Im(z) > 1} w odwzorowaniu f(z) := gzlé ;
3 . 3 .zt

(b) przeciwobraz {z € C' : 0 < arg(z) < m/4} w odwzorowaniu f(z) 1= % ;

(c) obraz pélplaszczyzny {z € C' : Re(z) > 0} w odwzorowaniu f(z) :=

z—3
z+4

Sprawdzi¢, ze [[__, (u*—zu=") =[[;__, (u 2’“72) =1-22"* dlan € N, u := e 17 oraz z € C. Zastosowad

tozsamo$é do wyprowadzenia wzoru: [[;_, cos 52— = 2% dlan e N.

2n+1

Dowiesé, ze jeéli u=e", to 2711(1 —uF) = n Korzystajac z tego wyprowadzi¢ (dla m,n € N) nastepujace

kﬂ' _ kn kr  _ /2m+1
WZory: Hk L 8in ST = 5ty [T, sin g7 2m . 2m- lv [[i, sin Imil . 2m

Dowiesé, ze:

ﬁz—/\ep 2" = A",

27

gdzie € jest n-tym pierwiastkiem z jednosci, e = e™n .
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Rozwigza¢ réwnania:
(1+i)22+ (2+3i)z+4—i=0, 22 +622+25=0, 22— 122+ 61 =0,
z2—15|z|+54:0, 24 42i722=0, 2°4+624+2=0, 22 4+322-32—-1=0, 22—92—-9=0.

Wykazaé, ze:

sin g5 — sin ‘3—’2’ + sin g—g — sin ;—72’ + sin g—g = % (wsk: suma pierwiastkéw 11-tego stopnia z 1 jest réwna 0);
sin(n+ %) .
Sh__,coskp= Wﬁ)@ (dla sin £ # 0);

>oreo ( Z ) cos(2k + 1) = 2" cos™ pcos(n + 1)p.

Dla liczby naturalnej n i ¢ € R obliczy¢ Y _;_, 2¥ cos(kep).
Dla ustalonej liczby naturalnej n, znalezé wszystkie zespolone rozwigzania réwnania: 1+z +z2+---+z" = 0.
Wykazaé, ze jesli z + % = 2cosp, to 2" + Z% = 2cosny.

Obliczy¢ cos %



