
Zadania domowe z Algebry I
Seria 2.

Zadanie 1. Dowie±¢, »e je±li suma mnogo±ciowa V1∪V2 dwóch podprzestrzeni V1, V2 ⊂
V tak»e jest podprzestrzeni¡ V , to V1 ⊂ V2 lub V2 ⊂ V1.

Zadanie 2. Niech V := RT b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ funkcji v : T → R,
gdzie T := {−1, 0, 1, 2, 3}. Okre±lmy wektory (czyli funkcje) v0, . . . , v5 ∈ V wzorami
vk(t) := tk, t ∈ T, k ∈ 0, 5, w szczególno±ci v0 = const = 1. Dowie±¢, »e:
(1) ukªad v0, v1, v2, v3, v4 jest liniowo niezale»ny;
(2) v5 ∈ 〈v1, . . . , v4〉.

Zadanie 3. Okre±lmy podprzestrzenie R4 wzorami V1 = 〈A1,A3〉, V2 = 〈A2,A4〉,

gdzie A1, . . . ,A4 s¡ kolumnami macierzy A :=


−2 1 1 1
1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −5

. Znale¹¢: (1) takie
bazy V1 i V2, »e ich wspólne wektory tworz¡ baz¦ V1 ∩ V2;
(2) równania opisuj¡ce podprzestrze« V1 + V2.

Zadanie 4. Niech V0 b¦dzie przestrzeni¡ rozwi¡za« ukªadu równa« danego przez
macierz A, za± V1 przestrzeni¡ rozpi¦t¡ przez kolumny tej macierzy, gdzie

A =


3 7 −1 0
−2 −4 2 1
2 0 −10 −7
1 5 5 4

 .

Sprawdzi¢, czy


1
1
1
1

 ∈ V1 + V0. znale¹¢ takie bazy V1 i V0 aby ich cz¦±¢ wspólna

stanowiªa baz¦ V1 ∩ V0.

Zadanie 5. Pokaza¢, »e je»eli V,W,Z - przestrzenie wektorowe, to (V ⊕W ) ⊕ Z =
V ⊕W ⊕ Z

Zadanie 6. Sprawdzi¢, »e podzbiór

V =: {x ∈ RN : ci¡g yk := xk+1 − xk jest ci¡giem arytmetycznym}

jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ sko«czonego wymiaru w przestrzeni RN ci¡gów o wy-
razach rzeczywistych. Obliczy¢ dimV .

Zadanie 7. Rozwa»my nast¦puj¡ce warunki na podprzestrzenie V1, V2, V3 przestrzeni
V :
(1) V = V1 + V2 + V3,



(2) dimV =dimV1+dimV2+dimV3,
(3) V1 ∩ V2 = V1 ∩ V3 = V3 ∩ V2 = {0},
(4) ka»dy wektor v ∈ V ma dokªadnie jeden rozkªad v = v1 + v2 + v3 na skªadowe
vi ∈ Vi.
Zbada¢, podaj¡c dowód lub kontrprzykªad, prawdziwo±¢ ka»dej implikacji:
(1) ∧ (2)⇒ (4), (2) ∧ (3)⇒ (4), (1) ∧ (3)⇒ (4).

Zadanie 8. Które z kolumn macierzy B =


0 2 2 2 3
2 2 −1 1 1
2 0 −5 −2 −4
1 1 −3 −1 −2
0 4 5 5 7

 nale»¡ do prze-

strzeni V opisanej równaniami

{
x1 − 2x2 + 3x3 − 2x4 + x5 = 0

2x1 + 3x2 − 4x3 + 2x4 − 3x5 = 0
? Znale¹¢ baz¦ V .

Zadanie 9. Rozwi¡za¢ w zale»no±ci od parametru p ∈ R ukªady równa«:

a)

p 1− p 1 + p
2 −p 0
1 0 1 + p

x1

x2

x3

 =

p− 2
4p
−1

 , b)

−1 1 + p 1 + p
−p 3 + p 2
1 2 3 + p

x1

x2

x3

 =

11
1

 ,

c)


p 1 1 . . . 1
1 p 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . p



x1

x2
...
xn

 =


1
1
...
1

 , d)

p 3 1 1
2 0 −p t
7 p −5 p



x
y
z
t

 =

 1
−2
−p

 .

Zadanie 10. Wybra¢ baz¦ spo±ród wektorów:
a) ((1, 2, 3, 4), (2, 3, 6, 7), (1, 3, 3, 5), (1, 1, 2, 4), (1, 0, 2, 3))
b) (x2 + x+ 1, 2x2 + 3x+ 7, x2 − x− 9)

Zadanie 11. które z kolumn B :=


0 2 2 2 3
2 2 −1 1 1
2 0 −5 −2 −4
1 1 −3 −1 −2
0 4 5 5 7


nale»¡ do przestrzeni V := ker

[
1 −2 3 −2 1
2 3 −4 2 −3

]
? Czy z tych kolumn mo»na

wybra¢ baz¦ V ?

Zadanie 12. Dowie±¢, »e R4 jest sum¡ prost¡ swoich podprzestrzeni V0 = kerA

i V1 = imA dla A =


0 3 −2 −6
1 0 3 −2
1 1 0 3
1 1 1 0

; rozªo»y¢ na skªadowe wektor x =


1
1
1
1

.



Zadanie 13. Niech S :=


2 3 4 5
3 4 7 7
4 7 6 11
5 7 11 12

. Sprawdzi¢, »e V = R4 jest sum¡ prost¡

podprzestrzeni V0 = kerS i V1 = imS oraz znale¹¢ macierz P ∈ R4
4 tak¡, »e ∀x ∈

R4 : Px jest rzutem x na V1 wzdªu» V0.

Zadanie 14. Niech A :=


−3 7 3 −1
1 −5 −2 0
5 7 2 4
−5 1 1 −3

, V0 := kerA, V1 := imA ⊂ R4.

(a) Zbada¢, czy V0+V1 zawiera jaki± wektor o wszystkich wspóªrz¦dnych > 0. (b) Zna-
le¹¢ takie bazy V0 i V1, »eby ich wspólne wektory tworzyªy baz¦ V0 ∩ V1.

Zadanie 15. Niech A :=


4 7 3 8
−3 −5 −2 −5
−1 −3 −2 −7
1 2 1 3

, V0 := kerA, V1 := imA. Znale¹¢:

(a) takie bazy podprzestrzeni V0 i V1, by ich wspólne wektory tworzyªy baz¦ V0 ∩ V1;
(b) ukªad równa« opisuj¡cy podprzestrze« V0 + V1 oraz baz¦ V0 + V1.

Zadanie 16. Podprzestrzenie U, V ∈ R4 zadajmy wzorami U := ker

[
1 1 1 −2
1 1 4 2

]
,

V := ker

[
1 −1 2 2
−1 2 2 2

]
. Znale¹¢: (a) takie bazy U i V , »e ich wspólne wektory

tworz¡ baz¦ U ∩ V ; (b) równania opisuj¡ce U + V .

Zadanie 17. Dane s¡ dwie podprzestrzenie M2×2(R): V1 = {X :
[
1 2

]
X = 0} i

V2 = {X : X

[
3
4

]
= 0}. Znale¹¢ baz¦ V1 ∩ V2 , baz¦ V1 + V2 i równania opisuj¡ce

V1 + V2.

Zadanie 18. Sprawdzi¢, »e R4 jest sum¡ prost¡ swoich podprzestrzeni

V0 =




x
y
z
t

 :

{
x− y + t = 0

3y + z − t = 0

, V1 = Span




2
0
1
−1

 ,


−1
1
0
2


.

znale¹¢ rozkªad wektora


1
1
−1
−1

 na skªadowe w tych podprzestrzeniach.

Zadanie 19. Sprawdzi¢, »e dla n ≥ 3 przestrze« Rn[·] jest sum¡ prost¡ swoich dwóch
podprzestrzeni: U = R2[·] oraz V = {w : w(−1) = w(0) = w(2) = 0}. znale¹¢ rozkªad
w(t) = t3 na skªadowe w U i V .



Zadanie 20. Znale¹¢ baz¦ i wymiar podprzestrzeni:

V :=

{
v ∈ K3[·] : v(1) = v̇(0) = −1

2
v(0)

}
⊂ K3[·]

Zadanie 21.

Niech F ∈ L(V,W ), v1, v2, . . . , vr ∈ V oraz niech u1, u2, . . . , us ∈ V b¦dzie baz¡

kerF. Dowie±¢, »e

(
F (v1), . . . , F (vr)

s¡ liniowo niezale»ne

)
⇐⇒

(
v1, . . . , vr, u1, . . . , us

s¡ liniowo niezale»ne

)
.

Zadanie 22. Niech A :=


5 −2 2 3
6 −4 0 2
−2 4 4 2
3 −2 0 1

, V0 := kerA, V1 := imA, u :=


1
9
9
8

.
(a) Znale¹¢ takie bazy V0 i V1, »eby ich wspólne wektory tworzyªy baz¦ V0∩V1. (b) Zba-
da¢, czy u ∈ V0 + V1.


