Zadania domowe z Algebry I

Seria 2.

Zadanie 1. Dowie$é, ze jesli suma mnogosciowa V; UV, dwoch podprzestrzeni Vi, Vo C
V takze jest podprzestrzenia V', to V3 C V5 lub V, C V.

Zadanie 2. Niech V := R7T bedzie przestrzenia wektorows funkcji v : T — R,
gdzie T := {—1,0,1,2,3}. Okreslmy wektory (czyli funkcje) vg,...,vs € V wzorami
vp(t) :=tF t €T,k €0,5, w szezegdlnosci vy = const = 1. Dowiesé, ze:

(1) uktad vy, vy, ve, v3, vy jest liniowo niezalezny;

(2) vs € (v, ..., v4).

Zadanie 3. Okreslmy podprzestrzenie R* wzorami V) = (A, A3), Vo = (Ay, Ay),
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gdzie A4, ..., Ay sa kolumnami macierzy A := 11 -3 1 | Znalez¢: (1) takie
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bazy Vi i V5, ze ich wspolne wektory tworza baze Vi N Va;
(2) rownania opisujace podprzestrzen V; + Vs,

Zadanie 4. Niech Vj bedzie przestrzeniag rozwiazan ukladu réwnan danego przez
macierz A, za§ V| przestrzenig rozpieta przez kolumny tej macierzy, gdzie
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Sprawdzi¢, czy € Vi + V. znalezé takie bazy Vi i Vy aby ich czes¢ wspolna
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stanowita baze V) N V4.

Zadanie 5. Pokazac, ze jezeli V, W, Z - przestrzenie wektorowe, to (V & W) @ Z =
VeWez

Zadanie 6. Sprawdzi¢, ze podzbior
V = {x € RY: ciag yx := 41 — 74 jest ciagiem arytmetycznym}

jest podprzestrzenia wektorows skoriczonego wymiaru w przestrzeni RY ciggéw o wy-
razach rzeczywistych. Obliczy¢ dimV/.

Zadanie 7. Rozwazmy nastepujace warunki na podprzestrzenie Vi, Vs, V3 przestrzeni
V.
() V=Vi+Vo+ Vs,



(2) dimV =dimV}+dimV,4+dimVj,

B)VinVe=ViNnVy=V3nV, = {0},

(4) kazdy wektor v € V ma dokladnie jeden rozklad v = v; + vy + v3 na skladowe
v; € V5.

Zbada¢, podajac dowdd lub kontrprzyktad, prawdziwosé kazdej implikacji:

(A (2) = (4), 2)A(3) = (4), (1) A(3) = (4).
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Zadanie 8. Ktore z kolumn macierzy B = | 2 0 —5 —2 —4 | naleza do prze-
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? Znalez¢ baze V.
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strzeni V' opisanej rOwnaniami {

Zadanie 9. Rozwigza¢ w zaleznosci od parametru p € R uktady réwnan:
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Zadanie 10. Wybra¢ baze sposrod wektorow:
a) ((1,2,3,4),(2,3,6,7),(1,3,3,5),(1,1,2,4),(1,0,2,3))
b) (#2+x+ 1,22 +3x + 7,2 —x —9)
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Zadanie 11. ktore z kolumn B:= [ 2 0 -5 —2 —4
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naleza do przestrzeni V := ker ?  Czy z tych kolumn mozna

2 3 -4 2 -3
wybraé¢ baze V7?7

Zadanie 12. Dowiesé¢, ze R?* jest sumg prostg swoich podprzestrzeni Vy = ker A
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iVi=imAdla A= i (1) g _32 ; roztozy¢ na sktadowe wektor x = 1 .
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Zadanie 13. Niech S =
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podprzestrzeni V) = ker § i V; = im S oraz znalez¢ macierz P € RY, taka, ze Vx €
R*: Pgx jest rzutem x na V; wzdtuz Vj.

. Sprawdzi¢, ze V = R* jest suma prosta
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Zadanie 14. Niech A = o7 oo o4 | Vo = kerA, Vi ;== imA C R*
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(a) Zbada¢, czy Vo + Vi zawiera jakis wektor o wszystkich wspotrzednych > 0. (b) Zna-
lez¢ takie bazy Vj i Vi, zeby ich wspolne wektory tworzyty baze Vo N V.
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Zadanie 15. Niech A = 13 _9_7| Vo == ker A, V; := im A. Znalezé:
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(a) takie bazy podprzestrzeni Vg i Vi, by ich wspolne wektory tworzyly baze Vo N Vi,
(b) uktad rownan opisujacy podprzestrzen Vo + V; oraz baze Vy + V.

Zadanie 16. Podprzestrzenie U,V € R* zadajmy wzorami U := ker [ 1 1 411 _22 } ,
1 -1 2 2 .. . . . .
V = ker 1 9 9 9| Znalez¢: (a) takie bazy U i V, ze ich wspolne wektory

tworza baze U N'V; (b) réwnania opisujace U + V.

Zadanie 17. Dane sa dwie podprzestrzenie Moyo(R): Vi ={X : [1 2 | X =0} i
Vo= {X: X [ s

4 } = 0}. Znalez¢ baze Vi NV, | baze V) + V4 i rownania opisujace
Vi + Va.

Zadanie 18. Sprawdzi¢, ze R* jest suma prosta swoich podprzestrzeni
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znalez¢ rozktad wektora _11 na sktadowe w tych podprzestrzeniach.
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Zadanie 19. Sprawdzié, ze dla n > 3 przestrzen R, [] jest suma prosta swoich dwoch
podprzestrzeni: U = Ry[-] oraz V = {w : w(—1) = w(0) = w(2) = 0}. znalez¢ rozktad
w(t) = ¢* na skladowe w U i V.



Zadanie 20. Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni:
1
Zadanie 21.

Niech F' € L(V,W), vy,ve,...,v, € V oraz niech uy,us,...,us € V bedzie baza
ker F. Dowiesé, 7e < F(vy),...,F(v.) ) — < Vlyevo s Uy Uy v vy U

sa liniowo niezalezne sa liniowo niezalezne
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Zadanie 22. Niech A := 9 4 49 Vo:=ker A, Vi :=1im A, u:= 9
3 =201 8

~~

(a) Znalez¢ takie bazy Vi Vi, zeby ich wspolne wektory tworzyly baze Vo Vi, (b) Zba-

da¢, czy w € Vo + V4.



