Zadania z Algebry II

. Zalozmy, ze wektory eq,es, e3,e4 tworza baze ortonormalng przestrzeni euklide-
sowej lub unitarnej V. Sprawdzié¢, ze v; L vy oraz dopelnié pare vy, vy do bazy
ortogonalnej przestrzeni V', jesli:

(a) v :=e; —2ey+2e3 —3eq, Vo = 2e; — ey + 2e3 + dey;

(b) vy =€y + ey + e3 + iey, Vg 1= eq + 2ey + 3e3 — 2iey;

(c) wvy:=e —eg—e3+ey, Uy 1= e + 2ey + 3es + dey;

(d) vy :=2e; —3eg +4deg — bey, vy 1= bey + deg + ez + 2ey.

1 —
. Sprawdzié¢, ze wzor (v|w) := Z v(k)w(k) okresla iloczyn skalarny w przestrzeni
k=—1

Cy[]. Znalez¢ rzut prostopadly wektora v na podprzestrzeri W, jesli v(t) := t?
oraz

1

W= {weCy-]: [lw(t)dt=0}.

1

. Okreslmy iloczyn skalarny w Ry[-| wzorem (v|w) := / v(t)w(t)dt. Znalezé rzut
-1

prostopadly na podprzestrzen Rs[-] wektora vy, jesli vy(t) := t*.

. Sprawdzi¢, ze jesli iloczyn skalarny w przestrzeni R" zadany jest wzorem (X|Y) :=
tr(X TY), to przestrzen R" jest ortogonalng suma prosta swoich podprzestrzeni
Vo, Vi oraz V_, okreslonych wzorami

Vo= (I,), Vo ={XecR" : X" =4+X, tr X =0}.

1 2 3
Dla n = 3 znalez¢ rozktad X = X+ X + X _ wektora X := [4 5 4| € R3,.
1 2 3
1 0
. Obliczyé~y = (|d| | |1]),jesli(-]-) jest takim iloczynem skalarnym w przestrzeni
0 1

C3, ze Vx € (CS : ($|$) = ‘$1|2 + |.T2|2 + |.CE3‘2 + |.CI?1 + 29 + 5133‘2.
. Znalez¢é  odstep (“odlegtos¢”) p(Ly, L) dwoch prostych Ly, Ly C  R3
+

z—1 _ Yy _ 2+l

jezeli L = {(x,y,z): =4 1} oraz L, = 11} N Iy, gdzie

I = {(z,y,2) : 2+ 2z = 5}, I :={(z,y,2): v+y=3}

. W przestrzeni R? dany jest punkt P = (2, 3) oraz dwie proste: Ly := {(z,y) : —v + 2y + 1 = 0}
i Ly :={(x,y) : 2z +y — 2 = 0}. Znalez¢ rzuty prostopadle punktu P na te dwie
proste, jego od nich odleglosé, oraz kat pomiedzy prostymi: (a) w standardowym

iloczynie skalarnym; (b) gdy iloczyn skalarny zadany jest macierza S = E 113] .
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. W przestrzeni R? iloczyn skalarny zadany jest macierza S = | 6 14 —5].

-2 =5 2
Znalez¢ w tej przestrzeni macierz obrotu o kat 3 wokot osi wyznaczonej przez
wektor (1,1,1).

Znalez¢ macierz rzutu ortogonalnego na hiperplaszczyzne w R? opisang rownaniem
x + 2y — 2z = 0. Przyjmujemy standardowy iloczyn skalarny w R3.

Iloczyn skalarny w R? zadajemy wzorem:

(xly) = 2191 + T2y + T1Y2 + T2y

. . . 31 : .
Operator liniowy A zadany jest za pomoca macierzy [ 1 3 } (w bazie kanonicz-
nej). Znalez¢ macierz operatora Af.

Sprawdzi¢, ze operator F' € End(C™) okreslony jako mnozenie przez macierz F
(tzn. F(x) := Fx) jest normalny; znalez¢ ortonormalng baze wektorow wtasnych,
rzuty ortogonalne na podprzestrzenie wlasne oraz rozktad spektralny tego opera-
tora.
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(a)F:LO : ]; (byF:=|{0 0 5|; (¢c)F:=]1 0 —1].
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Dowies¢, ze operator F' € End(R?), F(x) = Fz, jest operatorem normalnym wte-
dy i tylko wtedy, gdy macierz F jest jednej =z dwu postaci:

a b a —b :
F_[b c] lub F—[b a],gdmea,b,cER.
Zbada¢, czy w przestrzeni C? istnieje iloczyn skalarny taki, ze operator okreslony

2 2] x jest: (a) normalny; (b) samosprzezony.

wzorem F(x) := {_1 4

Zmalez¢ macierz [FT} ee sprzezenia hermitowskiego operatora F', jesli e oznacza ba-
z¢ standardowa 1,t,t? przestrzeni V := Ry|t], przy czym

(a) (Fv)(t) := v(t + 1) (operator przesuniecia) oraz (v|w) := / v(t)w(t)dt;

(b) (Fv)(t) := v/(t) (operator roézniczkowania) oraz (v|jw) := /_1 v(it)w(it)dt.

Niech bedzie V' przestrzenia unitarng lub euklidesowa, F' € EndV,a W C V|
podprzestrzenia. Dowiesé, ze:

(a) (FTW)Lt = P (W) = {v: Fv e Wt};

(b) FT ((FW)*+) c W, przy czym ‘C’ jest rownoscia <= ker F' C W.



