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Symbole Newtona, relacje i relacje równoważności

Javier de Lucas

Zadanie 1. Dowieść, że liczby Fibonacciego, zdefiniowane rekurencja̧ F0 = F1 = 1,
Fn+1 = Fn + Fn−1 mogá być otrzymane ze wzoru

Fn =
n∑

k=0

(
n− k
k

)
.

Należy pamietać, że

(
n− k
k

)
= 0 zawsze jeśli n − k < k. Z definicji, dla m > k(

m
k

)
= m(m−1)···(m−k+1)

k!
.

Zadanie 2. Niech R bȩdzie dowolna̧ relacja̧ w zbiorze {−1, 0, 1}. Określmy funkcjȩ
dR : R2 × R2 → R wzorem:

d(x, y) :=

{
‖x− y‖, gdy (sgnx1 , sgny1) ∈ R
‖x‖+ ‖y‖, w przeciwnym przypadku

,
gdzie ‖x‖ :=

√
x2
1 + x2

2 dla x ∈ R2. Wykazać, że:

• (a) [dR(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y] ⇐⇒ R jest zwrotna,

• (b) [dR jest symetryczna, tzn. dR(x, y) = dR(y, x) ∀x, y ∈ R2] ⇐⇒ R jest
symetryczna,

• (c) dR spe lnia nierówność trójka̧ta ⇐⇒ R jest przechodnia.

Zadanie 3. Sprawdzić, że dana relacja jest relacja̧ równoważności w R. Opisać jej klasy
równoważności i narysować odpowiadaja̧cy jej podzbiór S ⊂ R × R. Znaleźć funkcjȩ
f : R→ R, której poziomice sa̧ klasami równoważności:
(a) x ∼ y ⇐⇒ (x− y)(1− xy) = 0,
(b) x ∼ y ⇐⇒ (x = y lub x = −y ∈ [−1, 1] lub |x|+ |y| = 1),
(c) x ∼ y ⇐⇒ (x = y lub ∃n ∈ Z : x, y ∈ [2n− 1, 2n]),
(d) x ∼ y ⇐⇒ (x− y ∈ Z lub x + y + 1

2
∈ Z).
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