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1. Obliczyć nastȩpuja̧ce granice:
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2. Obliczyć:
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3. Obliczyć korzystaja̧c z twierdzenia Stolza:
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4. Zbadać zbieżność cia̧gu (xn), ewentualnie obliczyć granicȩ
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5. Wykaż, że istnieje granica
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Granica ta, to tzw. stała Eulera. Nie wiadomo obecnie, czy ta stała jest liczba̧ wymierna̧ czy nie.

6. Niech X bȩdzie zbiorem wszystkich cia̧gów liczb rzeczywistych. Dla (xn)n∈N i (yn)n∈N niech

ρ(x, y) :=
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Czy (X, ρ) jest przestrzenia̧ metryczna̧?

7. Dla x, y ∈ [0, 1] określamy funkcjȩ ρ nastȩpuja̧co:

ρ(x, y) :=

{
|x− y|, x− y ∈ Q,
2, x− y /∈ Q.

Czy ρ jest metryka̧ w zbiorze [0, 1].

8. Które z nastȩpuja̧cych podzbiorów płaszczyzny Euklidesowej sa̧ domkniȩte? Otwarte? Ogranic-
zone? Spójne? Zwarte?

• {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9},
• {(x, y) : x2 + y2 ∈ N},
• {(x, y) : sin(x) ≤ y ≤ 2},
• {(x, y) : x4 − 4x2 + 2 ≤ 0}.
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9. Czy zbiór A ∪B, gdzie

A = {(0, y) : y ∈ [−1, 1]}, B = {(x, sin 1/x) : x ∈]0, 1/π]},
czyli Sinusoida zagȩszczona, jest spójny?

10. Wykaż, że tylko Rn i pusty zbiór sa̧ otwarte i domkniȩte jednocześnie na Rn z standardowa̧
topologia̧.

11. W zbiorze R rozważamy naturalna̧ metrykȩ. Niech funkcja f : R→ R bȩdzie dana wzorem:

f(x) :=

{
1
q , gdy x = p/q, (p, q) = 1,

0, gdy x ∈ R\Q,

gdzie (p, q) jest najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem p i q. Zbadać w jakich punktach funkcja f
jest cia̧gła.

12. Zbadać cia̧głość funkcji Dirichleta

f(x) := lim
m→+∞

lim
n→+∞

cos2n(m!πx).

13. Pokazać, że funkcja monotoniczna na przedziale ma co najwyżej przeliczalna̧ ilość punktów
niecia̧głości.


