EGZAMIN PISEMNY Z ANALIZY IR

INSTRUKCJA OBSLUGI. Za kazde zadanie mozna dosta¢ 4 punkty. Rozwiazanie kazdego zadania
nalezy napisa¢ na osobnej kartce starannie i czytelnie. W naglowku rozwiazania nalezy umiescié¢
numer zadania, imie i nazwisko, nazwisko prowadzacego éwiczenia.

1. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(z) = v/222 — 23 i narysuj jej wykres.
2. Zbadaj zbieznosé¢ szeregbow

(1) io: sin(mvn? + a),

2) ;:%1(1 e k%).

W punkcie (1) « jest rzeczywistym parametrem.

3. Zbadaj otwartos$¢, domknietosé, zwartosé i spojnosé zbioru A C R™ (ze standardowa metryka)
dla

1

A= | eRM x €Z,i=1,....n
:l)'n
o0
4. Oblicz promien zbieznodci szeregu > (n? 4 3n)a™, wykorzystaj ten wynik do obliczenia sumy
n=0

X 2
n“+3n
7'!L .
n=0

1
5. Oblicz calke [ |/2t2dx.
0
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ROzZwWIAZANIA

Zadanie 1.

Funkcja f jest gltadka na zbiorze R\ {0, 2}, a ciagla na R.

f(z) >0dlaz €]—00,0[U]0,2[, f(0) =0, f(z) < 0dlaz > 2. W szczegdlnosci w punkcie
0 funkcja f ma lokalne minimum.

e Poniewaz

lim f(x)=Fc0

r—+oo
i f jest ciagla, zbiorem wartosci f jest cale R. W szczegblnosci f nie ma globalnych
ekstremow.

Na R\ {0,2} mamy

, 1 z(4—3x)
f (1’) Y 2
3 (mz(x — 2)) 3
" 9
f @)= 8(x — 2)%33% .

Stad f”(z) # 0 na R\ {0,2}, a f’ ma jedno zero w punkcie 3.
f'(x) >0 z€]0,3],
') > 0= x> 2.

4 ; ; 4 2V4
Stad w punkcie 3 funkcja f ma lokalne maksimum, f(g) = *3[
e Mamy
lim f/(x) L lim L +o00
1 = 1 _— =
z—0%t 3. 2% r—0%t x%
oraz
— 1
li "(z) = li = —00.
e o8 F'(@) 3.43 ot (2—12)3 >

W szczegolnosci f nie jest rozniczkowalna w punktach 012 (bo jest w tych punktach ciagta
i z tw. Lagrange’a wynika, ze jesli bytaby rézniczkowalna w ktéryms$ z tych punktow, to
pochodna miataby tam skoniczong granice).

e Znajac znak f” okreslamy przedzialy wklestosci i wypuktosci: f jest wklesta na | — oo, 0]
oraz na |0, 2[, a wypukla na |2, +-o00][.

e Funkcja f nie ma asymptot poziomych ani pionowych. Mamy

lim @: lim 32_73:

=-1
rz—+oo I z—+o0 X ’
a podstawiajac do wzoru a — b = % wartosci a = f(z), b = —z otrzymujemy
fla)® +a?
fl@)+z= 2 1
(222 -2))® —z(22(2—x))® + 22
222

(z2(2 - x))% —z(2?2(2 - x))% + 22

)

(2*$))é +1

x

—~~ | N

2
( (Q;I) ) 3 _
skad wniosek, ze
2
3
iprostay =—x+ % jest obustronna asymptota dla f.

lim (f(z)+x) =

r—+o0
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e Rownanie f(x) = ,er% rozwiazujemy podnoszac obie strony do trzeciej potegi. Wéowczas
otrzymujemy x = %. Poniewaz f(%) = %, punkt (%, é) jest jedynym punktem przeciecia
wykresu f z asymptota. Z wklestosci/wypuklosci f wnioskujemy, ze dla z > % wykres f
lezy nad asymptota, a dla z < % pod nia.
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Wykres funkcji f
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Zadanie 2. AD (1). Niech a,, oznacza wyraz ogolny badanego szeregu. Jesli « = 0, to a, = 0
dla wszystkich n, a wiec dla o = 0 szereg > a,, jest zbiezny (bezwzglednie). Zalozmy teraz, ze
a # 0. Mamy

sin(mvn?+a) = Sin(w (n+ (Vn?+a— n)))
= cos(mn) n(ﬂ(\/n +a —n)) + sin(mn) cos(ﬂ'(\/n2 —|—a—n))

=(-1)" sin(w(\/ n’+a— n))

Ciag (|an|)nGN jest malejacy (dla f(z) = Va2 + o —z mamy f'(z) = z++a —1 < 0), wiec szereg

oo}
> sin(ﬂ'\/ n? + a) jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza. Jednak

- au] = sin(7(vVo? ¥~ n)) zsin<

dla pewnej statej C' > 0. Ponadto

T
) (&)

wiec dla « # 0 szereg > |a,| = 400, czyli szereg Z sin(mv/n? + a) jest zbiezny warunkowo.
AD (2). Rozwazmy funkcje f(z) =1— (1 — )" = 1 — exp(zlog(1l — z)). Mamy

 f(@) u .. —exp(zlog(l—=x))(log(l—2z)— %)

lim —= = lim

z—0+ T2 0+ 2z
1 log(l —z) — T
= —— lim
2 z—o0+ T

E—llim<_1— ! )—1
2250t \1—z  (1—2)2)

Poniewaz a,, = f (%), powyzszy rachunek pokazuje, ze

lim + =1,
n—,oo —
o0
a zatem szereg » (1 - 1- %) jest zbiezny (bezwzglednie). O

n=1
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Zadanie 8. Rozwazmy na R™ metryke d.,. Jest ona rownowazna standardowej (dz), wiec pojecia
otwartosci, domknietosci, zwartosci i spojnosci beda identyczne dla obu metryk. Zbior A jest suma
kul: niech

1

2

v= 1

1

2

wtedy

A= |J K1)

reL"+v

Stad A jest otwarty. Dopelnieniem A jest suma plaszczyzn:
R"\ A = {z € R" |istnicje i takie, ze z; € Z}.

W szczegolnosei 0 € A. Ale 0 jest punktem skupienia A, wiec A nie jest domkniety.

Zbior A nie jest zwarty, bo nie jest domkniety (a poza tym ewidentnie nie jest ograniczony).

Wreszcie A nie jest spojny, gdyz A = Ay UA_, gdzie Ay = {ac e A ‘ +x > O} dostarcza
rozktadu na dwa podzbiory takie, ze Ay N A_ =0 = A_ N A,. Istotnie: kazda granica g ciggu
punktow A, spelnia g; > 0, wiec g nie nalezy do A_ i podobnie kazda granica ¢’ ciggu punktow
A_ spelnia g} <0, a wiec ¢’ nie nalezy do A,. O
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Zadanie 4. Obliczamy R = (lim sup v/n? + Sn)_l. Mamy

n—oo
Un < Y/n?2+43n < V202
dla dostatecznie duzych n. Stad lim Vn?2+3n=11iR=1.
n—oo
o0

Mozemy wigc podstawiaé¢ w szeregu Y. (n? + 3n)z™ wartoéci z takie, ze |x| < 1 i funkcja
n=0

o0
x— Y (n?+ 3n)z" bedzie gladka na tym zbiorze.
n=0
Korzystajac z twierdzenia o pochodnej granicy ciagu funkcyjnego tatwo sprawdzamy, ze dla

|z| < 1 mamy

ann —a(5) = a2

n=0
oraz
o ) , o
n __ X — ITTX
Z%" = ((1—x)2) = U=a)?
n—
Stad dla |z| < 1
oo
2 _ _ata? 3
ZO(“ +3n)e" = a5+ e
n=
Podstawiajac © = % otrzymujemy
oo
n®+3n g
n=0



EGZAMIN PISEMNY Z ANALIZY IR 7

Zadanie 5. Funkcja z — gf—i jest roznowartosciowa i gladka na otoczeniu [0, 1] (jej pochodna
jest funkcja x — %ﬁ > 0). Dlatego mozemy dokonaé podstawienia u = gi'—i Granice 0,
1 przetransformuja si¢ na 1, v/3, a funkcja podcatkowa po podstawieniu jest u. Z relacji u? = gir—j
wynika, ze x = 21722_;12, a wiec
16
2—1)? = ——.
Tak wiec skoro du = u'dx, otrzymujemy
wdu
dr =8
(@17

Podsumowujac




