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Za kazde zadanie mozna dosta¢ 4 punkty. Rozwigzanie kazdego zadania nalezy na-
pisa¢ na osobnej kartce, starannie i czytelnie. W nagléwku rozwiazania nalezy umiescié
nr zadania, imie i nazwisko, nazwisko prowadzacego cwiczenia.

Zadanie 1. Sprawdz czy istnieje takie b € R, ze funkcja f: ] —1,1[— R dana wzorem
-Gl
f) = 4 ) el = L0[V10, 1]
b7 = 0.

jest rozniczkowalna w punkcie 0. Jesli tak, to podaj b.

Rozwigzanie: Obliczmy b aby zagwarantowad, ze funkcja jest ciagla w zerze. Funkcja jest
ciacta w zerze wtedy i tylko wtedy gdy

I f (Brs #(0) =5,

z—0

Zatem, najpierw sprawdzamy czy istnieje granica

lim (20) % = imeo s loe(Gs)
z—0

Aby obliczyé¢ granice w wykltadnice obliczymy wielomian Taylora licznika i mianownika
do tego samego stopnia. Przypominamy, ze taki stopienn ma by¢ tak, ze oba wielomiany
Taylora nie sg jednocze$nie réwne zeru. Skoro mianownik w wyktanice to wielomian dru-
giego stopnia w z, obliczymy wielomian Taylora drugiego stopnia licznika i mianownika.
Funkcja z/sinz jest funkcja parzysta i wtedy jego szereg Taylora wokol zera nie ma
wyrazéw Taylora stopnia nieparzystego, np. pierwszego i trzeciego. Zatem

r x B 1
sinz  r—a23/64+25/120—... 1—22/6+...

= Z(;)jQ/ﬁ—. ) )n = 1—|—$2/6+O(£L‘2),

n=0

gdzie lim, g o(z?)/z* = 0. Woweczas,

2
LTa\ | L B\ 5.2 2
log (sinx) = log (1 + 5 + o(z )) /6 + o(x”).

Korzystajac z tego

& limeso Glog(5h) U limg0 SO
lm(siix)zz — e Me20.2 98\ging) = M2 2032 6 — g,
z—0
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Zatem, funkcja jest ciggta dla b = e. Badamy pochodna w zerze, aby sprawdzié¢ czy
funkcja jest tez rozniczkowalna w tym punkcie. Aby to zrobi¢, korzystamy z definicji
pochodnej. Skoro funkcja f jest parzysta, to pochodna jest réwna zeru albo nie istnieje.
We szczegolnosci

6
f/(()) PR (siix)ﬂ —e i lim( P )m% (—1—§log( T ) il Esmx:zmosx—smx) '
I

2—0 T z—0 ST sin & 2 x 2

. . B r} 2 g B oasp il .5
Skoro wiemy, ze lim,_,q(z/sinz)%*" = e, mozemy twierdzi¢, ze

f(0) = elim i (—1210g < Cd

) GSinxxcosx—sinx
z—0 3 sin T .

T i

Aby obliczy¢ granice mozemy skorzystaé z wielomianéw Taylora licznika i mianownika
trzeciego stopnia poniewaz wtedy wiemy, ze co najmiej mianownik ma niezerowy wielo-
mian Taylora wokél zera. Szereg Taylora wokot zera licznika ma tylko wyrazy parzyste
poniewaz licznik jest funkcja parzystg. Wtlasnie z tego samego powodu mamy, ze

2

T T
log (=) = 1+ = +0(e), - lmo(a})/z* =0,
gk = h G + o(z°) zlg(l)o(x 9 2e

czyli term trzeciego stopnia log(z/ sin x) jest réwny zeru. Podobnie

: 2 : : 2 2 2
sin x rcosT —sinx sin x L x
- 1-= By ST e E L Ol i i 3y 2 3)
. 5 +o(z?), = COR Iy 5 * 5 +o(z?) +o(x?)

Do trzeciego stopnia wtedy

) o 2 2
—12log ( d )_6smxxcosx S ) (x_ + 0(:1:3)) +2 (1 iy o(x3)> r? = o(2?).

sin x T T 6 6

Wtedy, funkcja jest rézniczkowalna w zerze dla b = e. Jej wykres wyglada nastepujaco:

zazl

/
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Zadanie 2. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji
f]—l,—i—OO[\{O}—)R, f(ﬂ?):(l—i—.T);
i naszkicuj jej wykres.

Rozwigzanie: Wykres wyglada nastepujaco

O

Zadanie 3. Dla rzeczywistego parametru p okresl otwarto$é¢, domknieetosé, zwartosé i

sp6jnosé zbioru
zrlogx
5T p}
xlogm -

w przestrzeni metrycznej (]O, 1], d), gdzie d(z,y) = | — yl.

A, = {x €10,1]

Zadanie 4. Oblicz calki nieoznaczone:

2 47
/ i4 i | dx, /(3082 (log(z))dz.
Rozwigzanie: Mamy, ze

2 1 1+ 1/2? —al
Ilz/m + dI:/ +1/x dx:/ d(x —1/x) :/ dt
i x2 4 1/x2 (x5 1/1)2 +2 t2+2

= %arctan K:z: L i) /\/5} +e
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Mozna zrobi¢ jeszcze inaczej:

/ /x2+1d / 1+ 22 y 1/( 1 i 1 >d
= —_— = D= xr =
! zt+1 (14 22)? — 222 2 1+vV2x+22 1—V2zx+ 22

1 1 1
N 5/ ((:c+ 1/v2)2+1/2 " (x —1/v2)2 + 1/2) e

N / ((\/ir +11)2 +1 + (v2x —11)2 - 1) g

1 /
= E(:aurctan(\/i”v + 1) + arctan(v2z — 1)) + ¢,

dla innej statej ¢ € R. Aby poréwnac¢ poprzedni wyniki napiszmy

tan(arctan(ﬁx +1) + arctan(\/ﬁx L A/ 2 e d-44/ 221 N NGE V3

I=(2x2—1)  1—-22 1l/z—2

Wtedy
V3 ¥

tan(arc tan(v/2z 4+ 1) + arc tan(v2z — 1)) = Tl s s "

i pisza¢ ¢ = 7/(2v/2) + ¢ otrzymamy

! V2 . s V2
L = —Earctan <x—1/x> +¢ = W [W/Q arc tan (x— 1/x>

z %t (—Tw &

+c
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Druga catka:

/ cos? (log(z)) dz = & cos?(log(x)) + / sin(2 log(z))dz.
Przez dagici
/ sin(2 log(z)e L & sin(2 log(#)) =2 / cos(2log(z))
(2 log ()2 cos(2 logla) - / sin(2log(x)).
Wowczas

/sin(2log(x))d:c — % (sin(2log(z)) — 2 cos(2log(x))) .

/Cos2 (log(z))dz = x cos*(log(z)) + % (sin(2log(z)) — 2 cos(2log(x))) + c.
Ta catka mozna rozwiazac inaczej.

1 $2i+1 $—2i+1

1 : : 1 : A
/cosz(log x)dr = B /(e“ongLe_“ogz)zdx e /(:1:2Z~|—a:_’2)alx—i-g = ( + + 2:10) .

2 4\2i+1 " —2i+1

Zatem

21 —2i 21 —21
2(log )z = = | i o) =21 a2+ L —1+2)+2|.
/cos(oga:)a: 1 2i+1+—2i+1+ i 5( i)+ 5 (1+2:) +

/0052(10g x)dxr = z

1
5 (—[cos(Zlog x) + 2sin(2log z)] + 1) +ec.

)
U

Zadanie 5. Oblicz czatke oznaczona

27

/ sin’ z dx
1+sin’z

0
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Rozwigzanie: Widac, ze
2w 9 9
]:/sin2a.5d2x :4/”/ sin?ycﬁx :4/”/ 1 1. 5 .
1+ sin“x o 1l4sin“zx 0 1+ sin”z
0

Teraz

w/2 1 w/2 1 2 /2 1+ to2
/ (—'2 >dx:/ ( /2008952 >dx:/ ( +g2:r>dx
0 1+sinz 0 1/cos?z +tg*x o 14+ 2tg*x

Wtedy,

7r/2 1 t2
:2w—4/ Lt EAs
oN. idls - 2BE

Za pomoca zmiany zmiennych ¢ = tgz, ktora jest dobrze zdefiniowana poniewaz z €
[0, 7/2], otrzymamy

I=2mr— 4/+OO LY. Gy om — darc tan(v/2z) /V2|P = m(2 — V2).

1F.2t8



