
Zadanie 1 Gdy funkcja podcałkowa ma postać f(x) = R(x,
√
ax2 + bx+ c) można spróbować

pozbyć się pierwiastka stosując podstawienia trygonometryczne lub hiperboliczne. Obliczcie
poniższe całki używając wskazanych podstawień i zastanówcie się w jaki sposób powinno się
decydować, którego z podstawień mozna i warto użyć w konkretnym przypadku:∫ dx

(x2 + a2)
√
x2 + b2

x = b tan t, dwa przypadki 0 < a < b, 0 < b < a;

∫ dx√
x2 + 2x+ 2

, x+ 1 = tan t;

całka jak wyżej, x+ 1 = sinh t;∫ 1
0

dx

5 + 3
√

1− x2
, x = sin t.

Jako zadanie dodatkowe proszę zapisać funkcje odwrotne do sinh i cosh z użyciem logarytmów.

Zadanie 2 Różne całki oznaczone, różne metody

(a)
∫ 1
0

arc tg
√
x

(1 + x)
√
x
dx (b)

∫ π/2

0

dx

1 + tgp x
dla p ∈ R

(c)
∫ 1
0

√
2 + x

2− x
dx (d)

∫ 2
1

dx

x3
√
x2 + 1

(e)
∫ π

0

dx

3 + 2 cosx
(f)
∫ log 2
0

√
ex − 1 dx

(g)
∫ 3
4

0

dx

(1 + x)
√

1 + x2
(h)
∫ b

a
(x− a)m(b− x)ndx, m,n ∈ N, a < b

(i)
∫ 1
0

(1− x2)ndx, n ∈ N (j)
∫ 1
0

√
1 + 4x2dx

(k)
∫ π

−π

dx

1 + sin2 x
(l)
∫ π

0

dx

1 + 2 sinx(sinx+ cosx)

(m)
∫ π

0
cosn x cosnx dx (n)

∫ π

0

sinnx
sinx

dx, n ∈ N

Wskazówki: (a) podstawiamy t =
√
x, dalej jest łatwo; (b) nie mam dobrego pomysłu (po

podstawieniu t = tan x wychodzi całka, którą nadal nie wiem jak policzyć); (c) jest to jedna
z typowych całek, należy podstawić t =

√
2+x
2−x i bardzo cierpliwie liczyć do końca; alterna-

tywną metodę podał pan Marian Wiatr – zaczyna się od pomnożenia licznika i mianownika
przez licznik; (d) można zastosować podstawienie hiperboliczne x = sinh t a następnie jedno ze
standardowych podstawień u = tanh t

2 ; działa ono tak samo jak podobne podstawienie tan x
2 ;

(e) podstawiamy t = tan x
2 , całka jest po przedziale niezwartym, tzn

∫∞
0 , co traktujemy jako

limR→∞
∫ R
0 ; (f) podstawiamy t =

√
ex − 1; (g) w miarę sprawnie liczy się pierwszym podstawie-

niem Eulera; (h) wiele razy przez części zmniejszając jeden wykładnik a zwiększając drugi; (i)
wiele razy przez części zaczynając od f(x) = (1−x2)n, g′(x) = 1; (j) pierwsze podstawienie Eu-
lera lub stosowne podstawienie trygonometryczne (np x = 1

4 tan t); (k) podstawiamy t = tanx,
całkę po odcinku [−π, π] trzeba jednak w takim wypadku podzielić na całki po mniejszych
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odcinkach na których podstawienie jest dobre; (l) podstawiamy tangens dzieląc na dwie całki;
(m) skorzystać z cosnx = einx+e−inx

2 ; (n) skorzystać z sinnx = einx−e−inx
2i .

Rozwiązanie zadania (b) podane przez Javiera

∫ π/2

0

dx

1 + tanpx
=
∫ π/4

0

dx

1 + tanpx
+
∫ π/2

π/4

dx

1 + tanpx
.

podstawiając x̄ = π/2− x otrzymujemy

∫ π/2

π/4

dx

1 + tanpx
= −

∫ 0
π/4

dx̄

1 + tanp(π/2− x̄)
=
∫ π/4

0

dx̄

1 + cotanpx̄
=
∫ π/4

0

tanpx̄dx̄
1 + tanpx̄

.

Więc, ∫ π/2

0

dx

1 + tanpx
=
∫ π/4

0

dx

1 + tanpx
+
∫ π/4

0

tanpxdx
1 + tanpx

=
∫ π/4

0
dx =

π

4
.
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