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1 Ciągi i szeregi funkcyjne

Zadanie 4 Zbadać zbieżność (punktową i jednostajną) ciągu funkcji

(a) fn : [0,∞[3 x 7−→
nx2 + x
nx2 + 1

, (b) fn =
1

1 + n(nx2 − n− 1)2

Przy okazji tego zadania można przedyskutować różnice miedzy zbieżnością punktową a jedno-
stajną. Warto narysować wykresy kilku fn, żeby zobaczyć jak to wygląda na obrazku.

Zadanie 5 Zastosowanie twierdzenia o ciągłości funkcji granicznej (wybrać jakiś przykład)
Czy poprawne są wyliczenia (uzasadnić)

1. lim
x→1

∞∑
n=1

x2 + 1
(x+ n− 1)2 + n

=
∞∑
n=1

2
n2 + n

= s
∞∑
n=1

1
n
− 1
n+ 1

= 2

2. lim
x→0

(
lim
n→∞

nx2

1 + nx2

)
= lim
n→∞

n · 02

1 + n · 02
= 0

3. lim
x→0+

∞∑
n=1

x(1− x)n =
∞∑
n=1

0 = 0

4. lim
x→0+

∞∑
n=1

nx

(2 + x)n
=
∞∑
n=1

1
2n
= 1

5. lim
x→0

∞∑
n=1

x

1 + n2x2
= 0

Zadanie 6 Coś o różniczkowaniu wyraz po wyrazie. Wykazać, że f jest klasy C1 na R jeśli

f(x) =
∞∑
n=1

sinnx
n3
, f(x) =

∞∑
n=1

√
nx2 + 3
n2

Zadanie 7 Coś o całkowaniu wyraz po wyrazie. Obliczyć

lim
n→∞

∫ 1
0
nx exp(−nx2)dx,

∫ 1
0
[ lim
n→∞
nx exp(−nx2)]dx.

Wyjaśnić uzyskane wyniki.
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