
Geometria Różniczkowa – ćwiczenia nr 5

Zadanie 1. Niech (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵ2n) będzie liniowo niezależnym układem kowektorów. Oznaczmy

ωk = ϵ1 ∧ ϵ2 + ϵ3 ∧ ϵ4 + · · ·+ ϵ2k−1 ∧ ϵ2k.
Obliczyć

(ωk)∧k = ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
k

dla k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Zadanie 2. Pokazać, że dla każdego dwukowektora α istnieje baza kanoniczna, tzn taka w
której ma on postać

α = φ1 ∧ φ2 + φ3 ∧ φ4 + · · ·+ φ2k−1 ∧ φ2k.
dla pewnego k. Skonstruować taką bazę dla α = f1 ∧ f2 + f 2 ∧ f 3 + f4 ∧ f4 + f 4 ∧ f 1, jeśli
(f1, f 2, f 3, f 4) stanowią bazę w czterowymiarowej przestrzeni V ∗.

Zadanie 3. Niech ω ∈ ∧2 V ∗. Pokazać, że dwukowektor ω jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy
ω ∧ ω = 0.

Zadanie 4. Wyrazić we współrzędnych sferycznych i cylindrycznych następujące formy róż-
niczkowe na R3:

σ1 = xdy − ydx,

σ2 =
1
ρ

(
xzdx+ yzdy − ρ2dz

)
,

σ3 =
1
r3
(xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy) ,

σ4 =
1
z
(xdy ∧ dz + ydz ∧ dx− zdx ∧ dy) ,

gdzie ρ =
√
x2 + y2, r =

√
x2 + y2 + z2.
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