Geometria Rozniczkowa — ¢wiczenia nr 8

Niech w oznacza kanoniczng forme objetosci na R™, tzn
w=dz' Adz? A~ Ada™.

Dywergencje pola wektorowego

0 0
X=X'" 4+ X2 4+ ... X" =
Ox? Ox? oxn
definiujemy wzorem

(div X)w = 1xw.
Przestrzen R™ jest przestrzenia wektorowa wyposazona w kanoniczny iloczyn skalarny (-|-).
Przestrzen styczna do R" w dowolnym punkcie jest izomorficzna z R™ i co za tym idzie tak-
ze wyposazona w iloczyn skalarny. Kazdy iloczyn skalarny zadaje izomorfizm G przestrzeni
wektorowej z przestrzenia dualng
v— G(v) = (v]).
Korzystajac z tego izomorfizmu mozemy ,ttumaczy¢” wektory styczne na kowektory styczne i
pola wektorowe na jednoformy:
G(X) = X'de' + X?dz® 4 - - - + X"da"

[zomorfizmu G uzywamy do definicji gradientu funkcji:
(grad f)(z) = G~ (df(z)).

Wielko$¢ A f zdefiniowang wzorem

Af =divgradf
nazywamy laplasjanem funkcji f. Dla n = 3 rotacje pola wektorowego X definiujemy wzorem

dG(X) = 4ot xw.
Iloczyn wektorowy w przestrzeni R? takze mozna wyrazi¢ za pomoca formy objetosci:

G(X xY)=w(lX,Y,").

Korzystajac z powyzszych definicji rozwigzaé zadania:

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze divrot = 0 oraz rot grad = 0.

Zadanie 2. Niech M bedzie macierza 3 x 3 o wspoétczynnikach rzeczywistych, niech takze
x

r = | y |. Definiujemy pole wektorowe na R? wzorem
z

F(r)= Mr.

Jakie warunki musi spetnia¢ M aby pole to miato (a) potencjal wektorowy, (b) potencjal
skalarny? Znalez¢, jesli istnieja potencjaty, dla
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Zadanie 3. Niech R = xa% +ya% + z% bedzie polem wektorowym na R3. Niech takze A bedzie
dowolnym stalym polem na R3. Obliczy¢

rot(rot(A x R))

Zadanie 4. Sprawdzi¢ tozsamo$é¢ (dla pol wektorowych X, Y na R?)
div(X xY) = (Y|rot X) — (X|rot Y)



