Analiza 1R, ¢wiczenia 9 i 10

Zadanie 1 Dowies¢, ze:

(a) zbior wyrazéw ciggu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest ograniczony;

(b) jesli (z,) i(yn) sa dwoma ciagami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X,d), to ciag
liczbowy (d(x,,y,)) jest zbiezny.

Zadanie 2 Wykazac, ze jesli f : R — R jest ciagta oraz f-obraz kazdego zbioru otwartego jest
domkniety, to f jest stala.

Zadanie 3 Dowiesc, ze :

(a) jesli podzbiory A i B przestrzeni R™ sa zwarte, to zbiéor A+ B:={a+b : a€ A, b€ B}
tez jest zwarty;

(b) jesli A jest zwarty, a B domkniety, to A + B jest domkniety. Podaé przyktad domknietych
podzbioréw A, B C R?, dla ktérych zbiér A 4+ B nie jest domkniety.

Zadanie 4 Wykazac, ze jezeli X 1Y sg przestrzeniami metrycznymi, a f : X — Y — odwzo-
rowaniem, to nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) f jest ciagle (tzn. przeciwobrazy zbioréw otwartych w Y sa otwarte w X);

(b) przeciwobrazy zbior6w domknietych w Y sa domkniete w X;

(c) f(A) C f(A) dla kazdego podzbioru A C X.

Zadanie 5 Niech X bedzie przestrzenia zwarta, a f : X — Y — odwzorowaniem ciggtym.
Wykazaé, ze:
(a) jesli A C X jest domkniety, to f(A) jest domknigty;

(b) jesli f jest injektywne, to jest homeomorfizmem X na f(X).

Zadanie 6 Odwzorowanie f nazywa sic domknigte (otwarte), jezeli f-obrazy zbioréw domknie-
tych (otwartych) sa domkniete (otwarte). Zbadaé, czy dane ciagle (w zwyklej topologii R)
odwzorowanie f : R — R jest domkniete lub otwarte:

(a) f(x) = V1 +a%

(b) f(z) i=
() f(z) = 5=
(d) f(z) :=sinz.



