Analiza 1R, ¢wiczenia 11 i 12
Trzy fakty funkcjach cigglych (zlecenie wykladowcy)

Zadanie 1 Udowodni¢, ze dla rzeczywistej funkcji ciggtej f zachodzi rownowaznos$é: f jest
injekcja wtedy i tylko wtedy gdy f jest Scisle motoniczna.

Zadanie 2 Udowodni¢, ze dla rzeczywistej funkcji rosnacej f zachodzi rownowaznosé: f jest
ciagla wtedy i tylko wtedy gdy dla wszystkich a,b f([a,b]) = [f(a), f(D)].

Zadanie 3 Udowodni¢, ze jesli f jest rzeczywista funkcjg scisle rosnaca i ciggla to f jest bijekcja
i funkcja odwrotna jest ciggta i $cisle rosnaca.

Klasyczne ODZS-y
Zadanie 4 W zaleznosci od wartosci parametru p € R zbada¢ ODZS zbioru
A,={teR: 2t* -3t < pe'}.
Zadanie 5 Niech X bedzie przestrzenia ograniczonych ciggéw liczbowych metryka
d((@n)nZ1, (Yn)nzy) = sup{|zn — yu|, n € N}.
Zbada¢ ODZS zbioru ciagdéw zbieznych do 0.
Jeszcze troche topologii

Zadanie 6 Moéwimy, ze podzbiory A;, Ay sa rozgraniczone jesli A|NA; = A Ay = 0. Wykazad,
ze jesli S7 1 Sy sa zbiorami spéjnymi i nie sa rozgraniczone, to S; U .S, tez jest zbiorem spojnym.
Wykazaé nastepnie, ze wykres funkcji

sin% x#0
R R

jest zbiorem sp6jnym. Czy jest on tukowo spojny?

Zadanie 7 Niech (X, d), (Y, p) beda przestrzeniami metrycznymi, f : X — Y odwzorowaniem,
a Graph(f) = {(z,y) € X xY : y = f(x)} jego wykresem. Wykazaé, ze jesli f jest odwzoro-
waniem ciagtym to Graph(f) jest zbiorem domknietym. Znalezé kontrprzyktad pokazujacy, ze
twierdzenie odwrotnie nie jest prawdziwe. Wykaza¢ takze, ze przy dodatkowym zalozeniu, ze
Y jest zwarta, twierdzenie odwrotne jest prawdziwe.

W koncu rachunek rézniczkowy

Zadanie 8 Udowodni¢, ze funkcja f(z) = (1—|—9c)% okreslona na |—1, 0[U]0, co| da sie przedtuzy¢
do funkcji rézniczkowalnej na | — 1, 00[. Obliczy¢ f(0), f'(0). Wykazaé, ze f jest malejaca, a
z +— (14 z)f(z) rosngca. Wskazéwka: przydatne oszacowania

dla =z < 1.

X
m<log(1+a:)<m, 1+$<€x<1_$

Zadanie 9 Badajac wtasnosci funkcji x — e~ %2¢ stwierdzié, ktoéra z liczb €™ czy 7¢ jest wieksza.



