Geometria Rozniczkowa — ¢wiczenia nr 14

Zadanie 1. Niech g bedzie kanonicznym tensorem metrycznym na R™: g = Y0 dz’ ® da’,
gdzie (x',... 2") sa wspOlrzednymi kartezjaniskimi. Niech A = —dd — dd bedzie laplasjanem
na formach. Wykazac, ze
0?f o2 f
A(fdzi A - AdoF) = dzt A -+ AdzF
(fdz z") <(3x1)2 + @)’ T T

Wskazéwka: Sprawdzié¢ nastepujace wzory:
(1) %% = (—=1)*=*) na k-formach;

(2) 6 =(~1 )’erl x d+ na (k + 1)-formach;

(3) *dxt A+  Ada® =daPTE AL Adam

(4) *dz’ A daz:”‘“'Jrl coAda = (—1)ACEDdE AL A daT A da T A - A da™

(5) *dx? AdzF A - Ad2I TP AT A - Ada = (—1)BEIEN LT A (1(9;)dat A - - A dak),

1=1,....k,j=k+1,....n
W dwoch ostatnich wzorach znalezé jawna posta¢ funkcji A i B.

Zadanie 2. Wyrazi¢ laplasjan jednoformy na plaszczyznie R? we wspoirzednych parabolicz-

nych (&,7).
x =&
=1 -n)

Zadanie 3. Niech (S?, g) oznacza sfere dwuwymiarowsa z metryka indukowang z R3:
g =dv¥ ® dJ + sin® ¥dp ® de.
Sprawdzi¢, ze rézniczka funkcji f(p, ) = cos@sind jest forma whasna laplasjanu, tzn
(A—=XNdf=0.

Zmalez¢ wartosé wlasng .

Zadanie 4. Niech S? bedzie dwuwymiarows z metryks ¢ indukowang z R3
g = dv¥ ® dv + sin® ¥dp @ dp.

Niech z,y, z oznaczaja funkcje na S? zadane przez obciecie odpowiednich wspdtrzednych z
R? do sfery S?. Sprawdzi¢, czy formy dx, dy, dz, *dz, *dy, *dz na S? sg formami wtasnymi
laplasjanu. Z jakimi warto$ciami wtasnymi?

Zadanie 5. Znalez¢ metryke na torusie St x S! pochodzaca od zanurzenia w R3:

x = (a+ bsinf) cos ¢
y = (a+bsinf)sinp
2z =bcos0

Wyrazi¢ laplasjan na funkcjach, 1- i 2-formach we wspéhrzednych (6, ¢).



