Analiza I R

zadania domowe, seria 2

Zadanie 1. Sprawdzi¢, korzystajac z twierdzenia Stolza:
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Zadanie 2. Sprawdzi¢, ze wzor

d(w,y) := |(Je] = |yD)] + [sgna — sgny|

okresla metryke na R. Wyznaczy¢ kule (wzgledem d) o $rodku x, = 4 i promieniach r = 3, 4,5, 6.
Pokaza¢, ze K (4;r) jest przedziatem <= 0 <r < 2lubr > 6.

Zadanie 3. Niech Z — dowolny zbiér niepusty, P := {A € 2% : A skoficzony}. Wykazaé, ze
wzér d(A, B) := |A + B| okresla metryke w zbiorze P. Opisaé¢ kule i odcinki w P wzgledem tej

metryki.

Zadanie 4. Niech (z,,) bedzie ciagiem w przestrzeni metrycznej (X, d). Rozwazmy nastepujace

warunki (C), (Cy), (Cy), (Cs):

C)Ve>0:IN eN:Vm,n> N :d(xy,,r,) <e (Cauchy);
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(C1)Ve>0:IN eN:Vn> N :d(z,, zy) < €
(Cy)Ve>0:ANeN:Jx e X :Vn> N :d(z,,x) < ¢
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C3)Ve>0:IN eN:Vn> N :d(x,,xn1) < €
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Wykazaé, ze (C)) < (C) <= (Cy), (C) = (C3). Znalezé przyktad pokazujacy, ze
(Cs) # (C).

Zadanie 5. [18] Wyznaczy¢ punkty ciaglosci funkeji f : D — R, D C R, jesli

(a) f(x):= limz:;i_: dla z > 0;
(b) f(x) ;:{ Ak N

Zadanie 6. Dowiesc, ze :

(a) jesli podzbiory A i B przestrzeni R™ sa zwarte, to zbior A+ B:={a+b : a€ A, b€ B}
tez jest zwarty;

(b) jesli A jest zwarty, a B domkniety, to A+ B jest domkniety. Poda¢ przyktad domknietych
podzbioréw A, B C R?, dla ktérych zbiér A + B nie jest domkniety.

Zadanie 7. Wykaza¢, ze jezeli X 1Y sg przestrzeniami metrycznymi, a f : X — Y — odwzo-
rowaniem, to nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) f jest ciagle (tzn. przeciwobrazy zbioréw otwartych w Y sa otwarte w X);
(b) przeciwobrazy zbioréw domknietych w Y sa domkniete w X;

(c) f(A) C f(A) dla kazdego podzbioru A C X.

Zadanie 8. Niech X bedzie przestrzenia zwarta, a f : X — Y — odwzorowaniem cigglym.
Wykazaé, ze:

(a) jesli A C X jest domkniety, to f(A) jest domkniety;

(b) jesli f jest injektywne, to jest homeomorfizmem X na f(X).

Zadanie 9. W zbiorze C([0, 1]) funkeji ciagtych na odcinku [0, 1] wprowadzamy metryke d(f, g) =
supyeqo1) (1.f(t) — g(t)]). Zbadac otwartos¢, domknigtosé, zwartos¢ i spojnosé zbioru Z = {f €

C(0,1]) = f(0)f(1) > 0}

Zadanie 10. Zbada¢, czy podzbior R D Z, = {pz*—2x+(2p—1) < 0} jest otwarty, domkniety,
zwarty, spojny, w zaleznosci od wartosci p € R.



