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geometric wiqaki tostyosnq
.

mechauike





Forma On jest miesdegeuerowanei souukuigte ,t2n jest fonmq symplektyosnq me T*M
.

→
Niech co bgobie dwufonmq me P

. Burg ( Rw ) nazywamy
Nosmaitosciq symplektycsnq jes.li Wiest niesdegenerowana
i samknigte .

Forma On zadaje Odwzonowanie pm :TT*M - T*T*M pm ( v ) = Omfiv )
.

Forma jest miezdegenerowane , wigc pm jest wtokno po wtokiie had T*M

izomorfiamemliuiowym . jako odwsorowauie migoby nozmaitosciami jest to  dyfwmorfism .

We wspotmgdnyan :

pm ( xi # + Pjotp ,)= - pjdxttiidpi

pm jest  dytomorfiamem ,
mozme je odwnocii

. Lachowuje meet me T*M
, wigcpmeprowaobecigcie we cigcie .

Nick fecocttm ) Rsznicsce fuukyi f ( at ) adpowiade
wigs pole wektonowe Xf dome wsorem

g×f=pntodf

pole hamiltohowskie fuukyj f .
02ham

my
Xi i Pj wspotayeuiki pole X-p ,

tan

pm ( Xifxt  + Pj¥)=df=¥÷dxi + fptndpi
"

I
- Pjdx's + Xidpi

- pj=¥×,

Xi = 3¥
Pole wektorowe vosumiei mozmejako ndwnanie nozniakowe ( no

. kmyweweitwwe) jes.li wigctt ) ( xict )
, pjlt ) ) oanacsai me Kmywgwtkowp pole Xf to

ii. xi=sf÷pets
.

 " FF

fxi=s¥
.

adf.net?Ytifujes.eiugjemyliterkiHsamiastt0tnYmamY
pj= - #

a wig pewnoscig* '
cos pmypomi

Trajektoniefaaowe ukiowlu melraiuanego a uajg
twuuiitouiauem H sg Kmywylui caikowyeni pole X

#

Oto kilke fakton dotycsgcycn in , Wen , XH it d

STWIERDZENIE

Neck a bgobie dowolnp former Nizhicskowg me M
.

Lachoobi wsor

d*Jm=&



DOW 'OD

NieuVETMbgobiedow0luymwektorrcm.O2nocsmyq-TmH@tJm.v
) = ( Jm ,

Tx ( v ) > = ( tt*µ ( Tx ( v ) ) , Tim ( To ( v ) ) ) = ( x (g) , D
Y T

punkt saosepienia
wektona To ( v ) the dowoluych odwsorowan

'

noizwinko

osyli a ( q ) Walwyn sachoobi

Tffog ) = Tfotg
IT ,yoT&=T( tyod )=T(idµ ) = idiyy

Skono dle dowolnego v 4*0,y|v)=<x( or ) , v ) to x*Jµ=&
a

STWIERDZENIE

Niech0lfo2nacsapotokpoleXf.Pnawobiwyjestwzo.r@fsjtwm-wmP0woDPolicsmyoftTf.oHfeMwm-LxfwmLxfwm-d.xfwmHiXfdwm-dCwMCXfiH-dtdfD-OaOdw2onowanie9ft1estwigct2w.odwsorowaniemkomomiosnym.C

Odwsovowanie

Kauouicsne to take ,
Kline sachowufe formq symplektyosnp .

STWIERDZENIE

f ( 4ft ( p ) )=f(p )

Dow 'oD : off ( f ( % ( p )) = < dflp )
, Xf ( p ) ) = ( Wµ ( .

, Xp ( p )) , Xp ( p ) ) =

=wµ ( Xf ( p )
, Xp (p) ) = 0 a

Tan
. hamiltonian jest Nady we hajektoriach fasowych .

wkazdej sympleklycsng
. noamailosu

.

wyndznione sg pewne typy podroamaito -

sci
. Lacsnijmy od pnxestmeui wektonowej V a wynizniong nieadegenerowame

anlysymehycsug dwufonmq w . Wiaobmo
,

ze wymiar
V Muni byi pamyny .

Formed saolaje odwsovowanie

p : V → V *
pcv )=w(v ,

. ) Kline jest autysawospmgzome ,
+ an

p*= - p
Nick teraz W bgobie podpmestmeniq w V. Defining .emy annihilator symplektyosny



podpnestmeni v

W§={ oev : fwew WCYW )=o }
STWIERDZENIE fes.li dim V=2n dimW=m to dim W§ = 2h - m

DOWOD
W§ =p

'

( W° ) pjest isomorfizmem liuiowym

DEFINICJA W C V

Wjest izohopowe jes.li WaW§ dim W ,< n

Wjest koisotropowe jes.li
W§aW dim Wzn

W jest lagnauzowskdjes.liW§=W dim W = n

Wjestsymplektyosnejes.liW5nW-holgdimWpaisystySgasywisciepodpmesthenie.ktoneniewalezqdozadnejtnategonii.Tymnbp.omllodpowiowwjqtypypodroamaitosciwro2maitoscisymplek1ycsnejCP.wDEFlNlCjAiPodro2maitosiScPjestodpowiedhioizolropowo.Koisotropowa.lowjrauzowskd.symplektycsnejcslioUakazo1egopESpmestmenstycsneTpSjestizotropowa.Koisohrop0wailougrauzowskdisymehycsnewCTpPswp1.PRZYKtADYtDNiechxbgobeejednofonmquaMsamknigtp.t2ndd-O.Wtedyobra2tg.formyit2nxCm1cTxMjestpodro2maitosciqlagrranzowskgWTtM.IstothieiLCmmawymiarm-dimM.ponowltoxtwm-xtdQy-dHrfd-dd-0.KazaywektovstycsnydoxCmjjestpostaciTxCoJdheVETm.wMCTxCbiTxlwD-dtWmCYD-O2atanVvpmCTxCvDe@xCmDlwwpoTgueuiu2rochuukiemwyuiiowo.wowy.e

(Tx(m) )§=Tx( m )
.

(2) Niech f bgobie gradkg funky .q we T*M take ze HPET 't M olfcp ) to

wtedy f-
'
( o ) jest poowoamaitoscie toisokopowq .

Warwick otfto sapewnie
( trio mat > ymalnym mgobie ) ze f :'( o ) jest podvoamaitoscie wymiowu 2h -1

.

take podvoamaitosi jest tawne koiswhropowe . Istotnie
,

niece p bgobiepunktem



podroamaitosa
.

K wyewiaru
2h - 1 ( Kowymiowui ) ( Tpk )§ Ma wymiar 1

Wesmy ueTpT*M take
.

Ze < u > =(TpK)§ . fes.li met Tpk to dowobue

base ( Js , ... , Jznn ) pmestmeuilpk i u tromp base TpT*M . fednocsesnie
wm ( Vi ,u)=0 i wm( 4,4=0 satem WM musiaiaby bye

'

sdeyeuerowana .

(3) Wtokuo wipaki T*M→M tan . I ,j
'

( g) = TIM jest podroamaitosciq
lagnauzowskg . Wymiar wiikme jest M

. Wesimyteraz Xi Y - due pionowe
pole wektorowe

, tznslycsneowwtokne i policsmy
OMKM )=dOn(×iD= X< On ,Y ) - KQ , ,x > - < On , [ x. D) =0

( JMX > = 0=0 , ,Y > = < in ,
Erie ] )

Jnawias piouowyu jest piowwy .

(4) Lowlauie : Niech Ccm bgobee podrozmaitosci , f :C → IR gradkg
funky .es . Defining.emy

L={peT*M : Incp )eC
,

VVETC < p ,v > =<df,v > }

Wykazaiize L list poowoamaitoscig lagnauzowskg

To jest saledwie wstgpow geomelrii symplektyosnq
.

I qeomehii wipaki Kostycsng:

Cheney jeduak omowii pewnepmykiady fisycsne , dlatego pmeclwobimy teraz

do wigaki stycsnej a hastspnie do laguauzowskiego i hamiltonowskiego
opisu mechanic

.

Geometric wipzki styosng
.

- uaupetuieuie Ogeomelni wipkistycsng
.

wiemy bowobo

wide
. Sg jeauak take day to geomohrii ,

ktore yenue his wiepojawityw Masaya
noswazauiach

. Eholomonfizm wertykaluy

Sm
. Wipakd In : TM → M jest wipakp Wekto -

rowg ,
torn istnicje operacja wertykalnego poduiesieuie JCTM do WETM kili

a ,w squad tym souuym puuktau .

of ¥1 ⇐ dwttt )

Wesimyteraz UETWTM . Definiujemy S(u)=[TtM(u ) ] ! ,t2n n mutujemy
stycsnie i podnosimy wertykolnie . Sjest liuowe

, aaawwye met me TM
, jest

wigc morfizmem wipzki TTM : TTM → TM .

We wspihmpdhych :

u=8xi¥+ Sit #, Ttm (a) = Sxijxt w= is
.

¥ ,
s(u)= Sxj }Ij

s :( x. i. Sx
,

Si ) - ( ×
,

.x
,

0
,

Sx )

Endomorph werlykalny zaras man sig pmyohe .

W klasycsnej autohomicsnejMechanicW sformiuowaniu lagnanzowskim run ukiowlu
, ktonego pmestmewe Kon figure -

yjnq jest nozmaitosi M opisywany jest pmypomocy
viwuan Edera - Lagrant



get wyprowaobauych a sasaoly wowiacyjmej . yes .li w M
uzywawy wspotmgdnyar

Gil
,

Q lagnauzian jest fuukcjq L : TM - > R to rowuauie E- Lmajg
postal

Off - jfl( fly)=o jezeli uaukead nie obiaeajq my aewngtmne .

Jest to ukiad rowuan
'

no Krsywg t - ( xicti ) w M
. Wykonujgc vdznicskowanie

pot stwierobouuyize lest to ukiad nhonan
.

owugiego mgolu :

3¥ -

ftp.x-xk-y?#x.jil=0Formaluiemeubiongcrowwauiete2adajppod2bio.rT2M.Dodatkowoukeool

ten sadaje w Sposito uwikeauy
.

x. jako funky's x. ,× .

Ukiad olajesig odwikeac
'

jes.li macien ftp.jjestodwracalme.tiloaofieroawigsywauiuukiaohiwro.wno.in
ponaci ii.Fix,

i ) zaktadd
,

Ie wpnowaobojpc  dodatkowesmienne Vi selpisujemy
ukiad wpoaaci

ii. ✓
i Taki ukiad viwwah sowlaje pole wektovowe me

TM :{ vi. iii. FJH ,v )
¥( × ,v)=vi3# + Fta

Pole wektorowe pocboobgce od

www.eohugiegomgduspetuiajgsxsegoluywaomek
gm(¥(×m ) = Tfmlxr )

wow# c
'

polo Eulera wpuukie Ku )

Mozme wigc powieobiec
'

Ze S stuzy do sprawobanie osy pole wektonowe

netm jest nowuauiem
pierwnego mgdu we TM

my
tez palwobi od

ndwuauie owugiego mgdu me M
.

Wdalnyui apgu wyktaow sastauaoimy sing jakgeomehycsuie uzyskac
'

no

wmenieEulera - Lagrange 'd 2 lagnauzianu w pmypowlku ) goby nowuauie to

do
, sig odwikiac a uastgpmie qoinauysytuayig wkt.org

. odwikiac his me de
.

srobimy to we pnykeadzie .

Lapis 2mg jeszcse naz nownanie E- L :

3¥ - ftp.jxok.ph ito 3¥ - Hkjcxixhk - Fejkixhto
H . p

kj lj

Jes.li Fej jest  oduracalue to
:

ii. ( f-Did ( 3×4 - Hkjxk) Pole wektorowe
,

Ktore odpowiowla term

nowuaniu

Xedxiikxife .

+ ( F-  ' set
.

( 3¥ - Hkjxk)3a



Jak to pole wektorowe skousmwwac
.

bez uzyad wspoilrsgdnyar ? Roawazmy
T*TM :

T*Tm
× ( ° )= 50dL ( v )

3 #\vJtm)dL No ) - dilxixldxi

T*M # tm
llicxiik fxtcx ,x )

Odwsorowauie X :TM→T*M pmyponpdkowufe prqdkosciom pgdy . Jes .li up .

[ ( o ) =tzmgctiv ) kv )= mgc Ji )
to

Llxixkatmgijcxhiit

xjCxi.xl-mgijCxiEiMaciemFjestmaciengpochoduejodw2or0wauied.2goduie2TLOjejodwrawlmosipocigqelokalugodwrawluoscodw2orowowieX.Wtakimpnypaolkumowimyzelagnauzjaujestnegularny.7es.lidjestotwbaeuieodwvaweuetolagrauziaujestlnpernegularnyO2uaosmywL-MWm.DleregulermegolagrauzjanuformawLjestsymplektycsneueTM.TWlERDZENlERwwwieE.LdlenegulowrnegolagrauzjannLjestnepre2eutowauepmeapolewektovowe.KtorejesthauiiltouowskimpolemfuukyienergiiEiTM-1RECvtlXH.v7-LCbwsglgolemformyWD0W0DiSkoroXEtmawydauewewspoIssgdnychpoaortoyigmamrachunKiwewspoEnsgdnych.weNx0m-NtCdpind.xij-dythaydxi-yfy.dxkndxi-a@dx.endxitHkedxkndxitFeidx.lndxiEGx.t-ZhFEi-LCx.xjdE-afYjx-iidxk-j.Yelq.xidxl.jfljdxJ-3lgmohm-3Idii-CHki-fxtDdxitFeiEidxlX-Ai3ftBs.3TqC.iXfCHkeAk-HekAktFekBKJdxittIjAidxt.a

porowuauia Aini oraz Hj ; it
.

' H¥ttFijBt= fxhi -Hilt
.

⇒ Bit = ( F-
' tk( 3¥ - Hekie) Aa





Lobaosmy co sig stanie jes.li snignonujemy fakt mieodwrawluosa
. I :

Fuukya Energi

E(q,v)= ( Kg ,v )
, ( qv ) ) - Lcqv ) =

my ,(Ff , v ) - MINH - MDVH - may - o

Forma WL

Forma wm ha T*M=M×V* jest post .ci

On ( ( q ,p,8q,8p)
,

( q ,p§q
'

,Sp
'

) ) - ( Sp , dq
'

> - ( Go
'

idq >

uf=X*wm w
,

( u ,u
' ) = wm ( Thu )

,
Txail )

UETTM
,

t 2h U= ( q ,v , 8q ,
Su )

TH qv , Soucy .

- ( q.mg#, )
, sq , myth ) - angry (0,803%1)

wife ,
u 't = ( Fetch - manager )

, dq's -

Gaga 's
.my#IjH,dqs=FyTfy(8v.8qy-y0vi8qDnTafy(o8v)yGSqY.y(r.8vYyly8qD

WL jest adegeuerowaue .

Formalin .e mozemy jadwk napisai wowuuek me

wektory XETTM podobuy do # pole www.lhouowskiego .

Nie bgdzie to pole
www.ltowowskie

, tfko peoien abiov wektovoo

WLC . ,x)=dE=o X= ( q ,v , 8q× ,

8v× )

x : for ,8q
a ,FT[ novices-yahoo.H.hn#y(oiov)yG8qY.y(r.8vYyly8qD=o

,mayor , soil . Hayat )y(v,
of

ftp.Tfycov.oqxtyuv.MY?Dnv)J.=atyloyIEoqyEa
)

= 0

Enemy#sq ) + www.ovyyt.sqtnytyfq.EEYY)
=o





W pmypadku mieregularnym mie bgobiemy Midi H
,

ale poowoamaitosa
.

lougrauzowskie
no , wszystkich tmech miejscach bqdg :

1- * T*M # TT*M # T* TM

u u u

pm ( D) D DLCTM )
.

Lamias obrazu pole wektoroweojo many D= gj
'

( DLCTM ) ) c TT*M
. Jest to

n' www.iendzhicskowe me knywe w T*M w wersji miejawnq
.

I sapewne me

dojqce ties odwikiac . Lobacsmy co olostaniemy w maszym pnsykiaobie owe osgstkiswobod .

ng
.

wpmestmeni Minkowskiego M
.

T  * Me m×v* TT  * Me mxv * xvxV* TMEMXV T*TM= mxvx V*xV*

&µ : MxV*xVxV* ⇒ ( q ,p,v, p ) - ( q ,v , p , p ) eM×Vxv*xv*

D he L( qiv ) - met
dL( q ,v)= ( q ,v ,

0
,

m 7,1¥ ) .

ftp.mm#, . )

D= { ( qip , up
.

) :p . mnfif,
, ) , p=0 }

Wiemyjuz ,
ze y(p|p)=m2 wekton v jest awipsany 2 p warunkiem

P -

my ( ¥1 ° ) , oznacsojgc y~ : V→V* y~(v)=y(v,
. )

p= my ( ¥ ) 1mF
' '

( p ) = ¥ . p wyznacse wigc kierunek wektorav
,

imoisq
.

V= r . g-
'

( p ) ale n > 0

D= { ( q ,p , yo ) : y( p ,p)=m2 ,
v. . ryyp ) n > 0 }

Trajektovie fasowe st > ( q( s )
, PCs) ) sqwigc csasowymi sonieubowanymi

prrostymi W csgsa
.

w M i state w osgsci V*
.

Wstosunkn do vowwania

E- Lwyprowaobonego woseshiq
.

many olodatkowq orienting ,
tan

roarozniamycsgstki i autyagstki we posiomie Kwnycsnym .

D mie jest geuerowanepmez
hamiltonian wseusie fuukji me T*M

.

Hamiltonian sawne doje pole wektorowe a tunownanie pdemwektonowymnie jest . Oddaje jeolluak dosc '

doktaolnie fizycup meuywitosi
.

pnymgmuig
.

w pnybuzeuiu klasycsuyeu .


