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1 Powierzchnie zanurzone

Tegoroczna wersja wyktadu z geometrii rézniczkowej bedzie réznita sie od poprzedniej kolejno-
Scig materialu. Zgodnie z sugestiami stuchaczy zajmiemy si¢ na poczatku jedynie powierzch-
niami zanurzonymi. Przedyskutujemy w tym kontekscie przestrzenie styczne i kostyczne oraz
wszelkie kwestie praktyczne zwigzane z analizg na powierzchniach, catkowaniem i narzedzia-
mi potrzebnymi w niektérych teoriach pola, np. w elektrodynamice. Nastepnie przejdziemy do
pojeé¢ bardziej abstrakcyjnych, tzn. do pojecia rozmaitosci.

Zanim przypomnimy definicje powierzchni zanurzonej zastanéwmy sie jakie struktury prze-
strzeni R™ byly dotychczas uzywane w trakcie zaje¢ z analizy. Z cala pewnoscig uzywalismy
naturalnej topologii na R", gdyz mowa byta o cigglosci odwzorowan oraz o zbieznosci ciggow.
Nauczylismy sie takze rozniczkowaé funkcje wielu zmiennych. Przypomnijmy definicje pochod-
nej funkcji f : R” — R w punkcie x € R": Mowimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie
x jesli istnieje odwzorowanie liniowe F': R"” — R takie, ze

flx+h)= f(x)+ Fh+ R(x,h),

gdzie R jest reszta, tzn. limy_q |R‘(‘i"‘h)l = 0. Do zapisania ostatniego wzoru potrzebna jest nor-

ma, czyli mozliwo$¢ obliczania dtugosci wektora. Tak dlugo jak uzywamy jedynie przestrzeni
skonczenie wymiarowych wybér tej normy nie jest istotny - wszystkie normy sa réwnowazne.
Odwzorowanie liniowe F' nazywaliSmy pochodna f w punkcie z i oznaczaliSmy f'(z), albo jako$
podobnie. W dalszym ciggu istotna bedzie nastepujaca obserwacja: We wzorze definiujgcym
pochodng przestrzen R"™ pojawia sie w dwoch rolach. Po pierwsze jest to dziedzina funkcji f a
po drugie przestrzen zawierajaca przyrosty h. W przestrzeni R"” bedacej dziedzing funkcji nie
uzywa sie struktury wektorowej, a jedynie mozliwosci przemieszczania si¢ od punktu do punktu
za pomocy elementow przestrzeni wektorowej. Struktura liniowa istotna jest w przestrzeni przy-
rostow, uzywamy bowiem pojecia odwzorowania liniowego na przestrzeni przyrostow. Mowigc
jezykiem algebraicznym w dziedzinie funkcji f uzywamy jedynie struktury afinicznej. Przestrzen
afiniczna wyglada jak przestrzen wektorowa, ktérej ktos ”ukradt zero”.

Definicja 1 Przestrzeniq afiniczng nazywamy trojke (A, V,+), gdzie A jest zbiorem, V' prze-
strzenia wektorowa a + odwzorowaniem + : A x V' — A o nastepujacych wlasnosciach

l.Vac Av,weVa+ (v+w)=(a+v)+w,
2. Vae Aa+0=a,



3. dla kazdych dwoch a, b € A istnieje doktadnie jeden wektor v € V taki, ze a+v =10

Kazda przestrzen wektorowa jest wiec w szczegdlnosci przestrzeniag afiniczng. Kazda zas
przestrzen afiniczna staje sie wektorowa, jesli wyréznimy w niej jeden punkt - wektor zerowy.
W przestrzeni afinicznej wektor definiowany jest przez uporzadkowana pare punktéw (wlasnosé
(3), patrz szkolna definicja wektora). Wektor v o ktérym mowa w (3) nazywaé bedziemy réznica
punktéw b i a. Bedziemy takze pisa¢ v = b— a. Mowimy, ze przestrzen afiniczna A jest modelo-
wana na przestrzeni wektorowej V. Wprowadzamy takze pojecie wymiaru przestrzeni afinicznej
— jest on réwny wymiarowi modelowej przestrzeni wektorowej. W skonczonym wymiarze struk-
tura afiniczna w zupetlosci wystarcza do zdefiniowania pochodnej funkcji. Niech wiec A bedzie
przestrzenig afiniczng skonczonego wymiaru modelowang na przestrzeni wektorowej V', niech
takze f oznacza funkcje na A. Powiemy, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie a € A jesli
istnieje funkcjonat liniowy F' € V* taki, ze

f(a+v) = f(a) + Fo+ R(a,v),
gdzie R(a,v) ma wlasnosé reszty, tzn lim, o %. Dtugosé ||v|| liczona moze by¢ w dowolnej
normie na przestrzeni V. Funkcjonal F' mozemy nazywa¢ pochodng funkcji f w punkcie a.
Dzieki oczywistym réznicom miedzy A i V, a tym bardziej V*, tatwo zidentyfikowaé obiekty
geometryczne odpowiadajace funkcji, pochodnej, przyrostowi itd. W sytuacji, kiedy wszystkie
przestrzenie to R™ tatwo o pomytke. Na przestrzeni A zdefiniowa¢ mozemy takze wyzsze pochod-
ne, rozwazac¢ klasy funkcji ciagltych, rézniczkowalnych, rézniczkowalnych k razy czy gtadkich.
najtatwiejsze praktyczne kryterium sprawdzania rézniczkowalnosci odwzorowan miedzy prze-
strzeniami afinicznymi jest zapisanie ich w uktadzie wspotrzednych. Zauwazmy, ze wybranie
punktu ag € A oraz bazy e w V definiuje bijekcje

d:R" — A, @(ml,...,x”):ao+2xiei.

Bijekcja ta jest odwzorowaniem afinicznym a wiec gtadkim. @ traktujmy jako afiniczny uktad
wspo6hrzednych w A. Poniewaz zmiana uktadu wspoélrzednych prowadzi do afinicznego (takze
gtadkiego) odwzorowania z R™ do R" rézniczkowalnos$é, czy stopien gtadkosci mozna badaé w
dowolnym uktadzie wspotrzednych. Od tej pory bedziemy uwazali, ze potrafimy rézniczkowaé
funkcje na przestrzeni afinicznej i odwzorowania miedzy przestrzeniami afinicznymi. W praktyce
bedziemy pewnie i tak uzywali R". Warto jednak wiedzie¢ z ktérej z rozlicznych struktur R"
wtasnie korzystamy definiujac jakis obiekt, czy wykonujac rachunki.

Zeby sie przekonaé o przydatnodci pojecia przestrzeni afinicznej spéjrzmy jeszcze na dwie
dodatkowe definicje:

Definicja 2 Czasoprzestrzeniqg Newtona nazywamy przestrzen afiniczna N modelowana na
czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' wyposazonej w niezerowa jednoforme 7 oraz nie-
zdegenerowana, dodatnio-okreslong dwuliniowa forme symetryczna ¢ (iloczyn skalarny) zdefi-
niowang na przestrzeni Fy = ker 7. Punkty N nazywamy zdarzeniami. Dwa zdarzenia x,y sa
jednoczesne jesii T(z — y) = 0. Forma 7 stuzy do pomiaru réznicy czasu miedzy zdarzenia-
mi, zas forma kwadratowa odpowiadajaca g stuzy do pomiaru odlegtosci miedzy zdarzeniami
jednoczesnymi.



Definicja 3 Czasoprzestrzeniq Minkowskiego nazywamy przestrzen afiniczna M modelowana
na czterowymiarowej przestrzeni wektorowej V' wyposazonej w dwuliniowa symetryczna forme
o sygnaturze (+, —, —, —). Elementy przestrzeni M nazywamy zdarzeniami.

Pojecia fizyczne z mechaniki nierelatywistycznej oraz ze szczegdlnej teorii wzglednosci zna-
lazty swoje matematyczne modele. A co z czasoprzestrzenia z ogodlnej teorii wzglednosci? Nad
tym musimy troche popracowac!

W dalszym ciagu wyktadu zajmowaé sie bedziemy powierzchniami zanurzonymi w R” (afi-
nicznym). Moéwiac nieprecyzyjnie, powierzchnia jest to taki podzbiér R, ktéry w otoczeniu
kazdego punktu wyglada jak kawatek R* (afinicznego) dla k& < n. Oczywiécie musimy do-
precyzowaé co to znaczy "wyglada jak...”. Skojarzenia mozemy jednak czerpa¢ z otoczenia.
Powierzchnia ziemi (jesli nie badaé jej ze zbyt duza doktadnoscia) wyglada w poblizu nas na
kawatek ptaszczyzny. Dopiero kiedy patrzymy daleko widzimy rézne dziwne zjawiska, np czubek
masztu zaglowca wystajacy nad horyzont.

Definicja 4 Zbior S C R™ nazywamy powierzchnig wymiaru k < n jesli dla kazdego punktu
x € S istnieje otwarte otoczenie U punktu x w R"™, otwarte otoczenie O punktu 0 € R" oraz
homeomorfizm ® : U — O, ®(z) = 0, D(y) = (©*(y),...,¥"(y)) takie, ze warunek y € SNU
jest réwnowazny warunkowi ¢**1(y) = .- = ¢"(y) = 0. S jest powierzchnig klasy C" jedli ®
jest dyfeomorfizmem klasy C".

Innymi stowy w otoczeniu kazdego punktu powierzchni istnieje uktad wspotrzednych taki, ze
przynalezno$¢ punktu do powierzchni oznacza znikanie pewnej liczby ostatnich wspoétrzednych
punktu. Przypominamy, ze dyfeomorfizm klasy C" jest to bijekcja rézniczkowalna r razy w spo-
sob ciagty i taka, ze odwzorowanie odwrotne tez jest rézniczkowalne r razy w sposéb cigglty. W
dalszym ciggu zaktada¢ bedziemy, ze pracujemy z powierzchniami klasy C'*°. Istnieje twierdze-
nie, ktére mowi, ze jesli na powierzchni istnieje struktura klasy C! to istnieje takze C” z r = oo
wilacznie. W powyzszej definicji struktura wektorowa R™ nie jest istotna. Struktura afiniczna
jest w zupelnosci wystarczajaca. Warunek ®(z) = 0 jest wybrany dla wygody. Mogliby$my
uzy¢ dowolnego innego punktu w R", tylko wtedy ciag dalszy definicji miatby trudniejszg do
zapamietania postac.

Przyktad 1 Najprostszym przykladem powierzchni jednowymiarowej w R? jest prosta (Rys

1):
L=A(x,y): y=2x+1}.

Zeby pokazaé, ze jest to powierzchnia jednowymiarowa musimy wprowadzi¢ w otoczeniu kaz-
dego punktu uktad wspotrzednych taki, zeby prosta L zadana byta warunkiem znikania drugiej
wspotrzednej. Ze wzgledu na szczegdlnie nieskomplikowang powierzchnie uktad wspotrzednych
moze byé globalny, tzn. zdefiniowany na calym R? a nie tylko w otoczeniu jednego punktu.
Istnieje wiele odpowiednich uktadow wspotrzednych. Siatka wspétrzednych zwiazana z jednym
z nich zaznaczona jest na rysunku. Nowe wspéhzedne punktu p = (z,y) oznaczymy (&,7).
Wspoblrzedna £ jest identyczna z x. Wspoétrzedna n punktu p obliczymy znajdujac punkt prze-
ciecia prostej rownolegtej do L i przechodzacej przez p z osia pionowa. Wartosci przesuniemy
tak, aby 0 odpowiadato wtasnie prostej L. Takie okreslenie uktadu wspétrzednych prowadzi do

WZOrOwW:
§=1x
n=y—2x—1
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Rys. 1: "Najprostsza” powierzchnia - prosta.

Mozliwy jest takze inny uktad wspotrzednych. Jedli zazadamy, aby druga wspotrzedna zmieniata
sie wzdtuz prostych prostopadtych do L otrzymamy Odpowiednie odwzorowanie VU : (x,y) —
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Rys. 2: Inne wspotrzedne.
(s(x,y),t(z,y)) zapisuje sie wzorami:

s=2y+x
t=y—2r—1

)
Przyktad 2 Drugi standardowy przyktad to okrag:
S={(zy): 2 +y* =1}

W tym przypadku najtatwiej uzy¢ biegunowego uktadu wspotrzednych: Wzory sa nam znane
od dawna. Zeby zachowaé¢ warunek ,druga wspétrzedna réwna zero” musimy zmienié¢ kolejnoéé
wspotrzednych i przesunaé wartosci r. Wzory definiujace (r, ¢) za pomoca (z,y) nie sa wygodne
w uzyciu. Znacznie tatwiej zapisa¢ odwzorowanie odwrotne:

(I)1<(pvr) = (l‘(g&,’l“),y((pﬂ“)), 2 6]0727T[7 r 6] -1, 1[
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Rys. 3: Okrag

x=(r+1)cosyp

y=(r+1)siny
Zauwazmy, ze tym razem do zdefiniowania powierzchni nie wystarcza jeden uktad wspotrzed-
nych. Ten przedstawiony powyzej jest dobry dla kazdego punktu oprocz punktu (1,0) (we

wspohrzednych kartezjanskich). W otoczeniu (1,0) mozemy wzia¢ odwzorowanie zadane tymi
samymi wzorami, ale okreslone na innej dziedzinie:

(I)2(90ar) = (x<9077')7y(90ar))a SOE] —7T,’/T[, TG] _171['
Dla okregu takze mozna wybiera¢ inne uktady wspotrzednych. Na przyktad taki:

E=u
NCET .

okreslony w otoczeniu czesci okregu potozonego w gérnej podiptaszezyznie: Odwzorowanie od-
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Rys. 4: Okrag - inne wspolrzedne.

wrotne



okreslone jest w obszarze

V=A{(p: p>-1-—p-1<{<p+1}

Do opisania catego okregu potrzebujemy wiecej niz dwoch tego rodzaju uktadéow wspotrzednych.

[ )

Zobaczmy teraz co moze powodowac¢ problemy:

Przyklad 3 Powierzchnig nie jest tzw. lemniskata Bernoulliego zadana réwnaniem
(2 +y%)? = 2(2” — y°)
Problemy sa w otoczeniu punktu (0,0). Samoprzeciecia nie sa dozwolone. &
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Rys. 5: Lemniskata Bernoulliego

Przyktad 4 Powierzchnia nie jest tez. hipocykloida, czyli krzywa zakreslona przez punkt okre-
gu toczacy sie wewnatrz wiekszego okregu Problemy sa w otoczeniu punktéw (1,0), (—1,0),
(0,1), (0, —1). Nie sa dozwolone takze dziébki: &
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Rys. 6: Hipocykloida, stosunek promieni 1:4.



ZastanOowmy sie teraz jak mozna opisywaé powierzchnie. W niemal wszystkich powyzszych
przyktadach powierzchnia opisana byta réwnaniem, czyli przedstawiona jako poziomica zerowa
jakiej$ funkcji. O tym jakie warunki powinna spetnia¢ funkcja, zeby jej poziomica zerowa byta
powierzchnig mowi twierdzenie o maksymalnym rzedzie:

Twierdzenie 1 (O maksymalnym rzedzie) Niech F' : R" D O — R™, m < n bedzie
odwzorowaniem rézniczkowalnym w sposéb ciggly. Niech takie S = F~1(0,...,0) bedzie zawarte
w O. Wowczas jesli w kazdym punkcie p € S pochodna F'(p) ma maksymalny rzqd (czyli rowny
m) to S jest powierzchnig w R™ wymiaru k =n —m.

Dowéd: Dla dowodu mozemy przyjaé, ze p =0 € R"™ (bo i tak istotna jest afiniczna struktura
R™, wiec to gdzie ,postawimy” zero zeby zidentyfikowa¢ afiniczne R" z wektorowym R™ nie ma
znaczenia). Oznaczmy teraz V' = ker F'(0). Z zatozen twierdzenia wynika, ze dimV =n—m =
k. Wybierzmy takze dowolng podprzestrzen W dopetiajaca do V', tzn R" = Ve W. Zauwazmy,

R?’L

Rys. 7: TFU

ze F spelnia w p = 0 zalozenia TFU (Twierdzenia o Funkcji Uwiktanej). Istotnie F7(0)y jest
odwracalne, co wynika z rachunku wymiaréw. Korzystajac z TFU znajdujemy wiec otoczenie
U punktu zerowego w V oraz odwzorowanie T : U — W klasy C! takie, ze F(v,w) = 0 jest
réownowazne w = T'(v). Kawalek powierzchni S przedstawiliémy jako wykres odwzorowania
T. Pozostaje teraz znalezé wspotrzedne pojawiajace sie w definicji powierzchni. W tym celu
wybierzmy w R"™ baze (ey,...ex, €pi1,---,6n) zgodna z rozktadem R™ = V & W. Niech &'
beda wspotrzednymi zwigzanymi z ta bazg. Szukany uktad wspohrzednych ® = (!, ... ¢")
definiujemy nastepujaco: Dlai=1...k

p'(2) = &'(x),

dlaj=k+1,...n ' ' '

¢ (x) = & () — &(T(Py(x))),
gdzie PY jest rzutem na V wzdtuz W. Gdy wiec z € S, czyli x = T(PY.(z)) to wspohrzedne ¢’
znikajg. Siatke wspolrzednych zwigzang z ® mozna sobie wyobraza¢ mniej wiecej tak:
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Rys. 8: Wspotrzedne

Whniosek 1 Zeby pokazaé, ze dany zbior jest (lokalnie) powierzchnig wystarczy pokazad, ze jest
(lokalnie) wykresem odwzorowania klasy C'. Czesto definiuje si¢ powierzchnie w ten wlasnie
sposob nie uiywajgce pojecia ukladu wspotrzednych.

Uzywanie twierdzenia o stalym rzedzie jest bardzo wygodne, poniewaz daje odpowiedz natury
globalnej. Powierzchnie mozna takze zadawac¢ poprzez parametryzacje, tzn. obraz odwzorowania

k:RF DV — R",

gdzie V jest otwartym obszarem w R*. Okrag o promieniu 1 mozna sparametryzowaé¢ nastepu-
jaco

K :]0,27m[ 3 ¢ — (cosp,sinp) € R%
Obrazem tej parametryzacji jest okrag bez jednego punktu. Zazwyczaj nie da sie sparametry-
zowac calej powierzchni za pomoca jednego odwzorowania. Parametryzacja musi takze spetniac¢

pewne warunki. Musi to by¢ rézniczkowalna injekcja, ktorej pochodna w kazdym punkcie ma
maksymalny rzad. Oto stosowne twierdzenie:

Twierdzenie 2 Niech k : R¥ DV — R", k < n bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym.
Wowczas jesli po € V 1 k' (po) jest rzedu k to istnieje otoczenie O punktu py takie, Ze k(O) jest
powierzchniq k-wymiarowg w R™.

Dowéd: Dla dowodu mozemy zalozy¢ dla utatwienia, ze py = 0 € R oraz k(py) = 0 € R™.
Oznaczmy takze V' = im«/(0) oraz wybierzmy przestrzen W dopelniajaca V' tak, ze R" =
V@& W. Z zalozen twierdzenia wynika, ze dim V' = k. Pokazemy, ze w pewnym otoczeniu punktu
0 obraz odwzorowania k jest wykresem odwzorowania. Niech K; i Ky oznaczaja odwzorowania

K :RF -V, K =PV ok, Ky :RY = W, Ky =P} ok,

gdzie P}V i P}, sa rzutami zwiazanymi z rozktadem R" =V @& W. Odwzorowanie K spelnia
warunki twierdzenia o lokalnej odwracalnosci. Istotnie, skoro k(z) = Ki(z) + Ka(x) to £'(0) =
K1(0) + K}(0). Jednak obrazem x'(0) jest V, obraz K'(0) zawarty jest w V a obraz K}(0)
zawarty jest w W, zatem K{(0) = 0 oraz x'(0) = K7(0). wnioskujemy stad, ze K7{(0) jest
maksymalnego rzedu. Zgodnie z twierdzeniem o lokalnej odwracalnosci istnieje otoczenie U



punktu 0 w V takie, ze K;' : U — R jest dobrze okrelone i klasy przynajmniej C'. Teraz
mozemy zapisaé¢ odwzorowanie T, ktérego wykresem jest (lokalnie) obraz k:

T:VoU— W, T=Kyo K"

Zgodnie z wnioskiem z poprzedniego twierdzenia wykres T' jest powierzchnig wymiaru K.[J
Twierdzenie dotyczace parametryzacji jest jedynie lokalne, dlatego oprocz rzedu odwzorowania
nalezy sprawdza¢ przynajmniej injektywnosé. Ponizszy przyktad pokazuje jednak, ze nawet
globalna injektywnos¢ nie wystarcza:

Przyktad 5 Rozwazmy obraz nastepujacego odwzorowania
K:R>t— ((et — 1)%cos(me'), (ef — 1) sin(ﬂet)> c R2.

Interesuje nas, czy obraz ten jest jednowymiarowsg powierzchniag w R2. Bardzo przydatny bedzie
rysunek. Patrzac na rysunek (Rys 9) natychmiast identyfikujemy dwa punkty podejrzane o

1 —1 1 1 1 1

0 02 04 06 038 1

Rys. 9: Czy to jest powierzchnia?

powodowanie ktopotéw: dla ¢ = 0 mamy punkt (0,0) w ktérym wydaje sie byé¢ ,dzidbek”,
ponadto wyglada na to, ze w punkcie (1,0) jest samoprzeciecie, a przynajmniej rozgalezienie.
Zapomnijmy teraz o obrazku i sprobujmy zidentyfikowaé klopoty na poziomie rachunkowym.
Wyznaczamy '

K () = gggz - l)ei cos(me!) — (et — 1)%sin(me!)met ]

(e —1)e! [ 2 cos(me') — m(e! — 1) singﬂe?

2sin(met) 4+ w(et — 1) cos(mwe

Rzut oka na wykresy (Rys 7) funkeji ¢ — 2cos(me’) — w(e' — 1) sin(we’) (na czarno) i t —
2sin(mwe') + m(e! — 1) cos(we') (na czerwono) pokazuje, ze funkcje te nie zerujg si¢ jednoczesnie,
zatem rzad pochodnej jest mniejszy od 1 jedynie w przypadku, kiedy et = 1, tzn t = 0. W
otoczeniu punktu (0,0) bedacego obrazem ¢t = 0 nie mozemy korzysta¢ z twierdzenia (2).
[stotnie mamy wtedy osobliwos¢ typu ,dzidbek”. W okolicach ¢ = 0 pierwsza wspoétrzedna



Rys. 10: Pomocne wykresy.

krzywej zachowuje sie jak —t? za$ druga jak —7t3. Zalezno$¢ miedzy pierwsza wspotrzedna (z)

a druga (y) to mniej wiecej z ~ y?/3. Mamy wiec dla y # 0
dZL' 1
—_—~ 3
dy

Dla y = 0 pochodna nie istnieje, granice pochodnej z obu stron sa nieskonczone i maja rézne
znaki. Wyglada na to, ze poza punktem ¢t = 0 mozemy korzystaé¢ z twierdzenia (2), tzn. dla
kazdego t # 0 istnieje takie € > 0, ze obraz odcinka |t —e, t+¢[ wzgledem k jest jednowymiarowsa,
powierzchnia w R?. Co zatem z punktem (1,0)?

Sprawdzmy injektywno$¢ odwzorowania k. Czy istnieja liczby t i s takie, ze k(t) = k(s)?
Wspomagajac si¢ nieco znajomoscia biegunowego uktadu wspotrzednych stwierdzamy, ze przede
wszystkim me® = me® + 27, tzn e' = e® + 2. Potrzeba ponadto takze aby (e —1)* = (e® — 1)2.
Korzystajac z pierwszego warunku otrzymujemy, ze

e+1=¢e -1 lub e+1=—¢e+1

Pierwsze réwnanie jest w sposob oczywisty sprzeczne, za$ drugie oznacza, ze ¢! = 0, co tez
nie ma rozwigzan. Myslac w jezyku wspolrzednych biegunowych pomijamy sytuacje r = 0, ¢
dowolne, jednak tutaj r = 0 oznacza e = 1, czyli t = 0 - jedno rozwigzanie. Stwierdzamy wiec,
ze odwzorowanie k jest injektywne. Nadal wigc nie znalezlismy zadnych ktopotéw w punkcie
(1,0), ktore wida¢ na rysunku. Zauwazymy je dopiero, gdy zwr6cimy uwage na fakt, ze co
prawda réwnanie €' = 0 nie ma rozwigzan w R, to spelnia je —oco. W granicy ¢ — —oo nasza
krzywa t — k(t) zmierza wiec do punktu, ktéry juz raz mineta przy t = log 2, czyli wlasnie do
punktu (1,0). Morat z tego przyktadu jest taki: nie wystarczy sprawdzi¢ rzedu odwzorowania
i jego injektywnosci, zeby mie¢ pewnosé, ze obraz tego odwzorowania jest powierzchnia! o

W dalszym ciagu bedziemy chcieli uprawia¢ analize na powierzchniach — nauczy¢ si¢ ro6z-
niczkowaé i catkowa¢ odpowiednie obiekty zdefiniowane na powierzchni. W tym celu musimy
w jakis sposob identyfikowaé punkty na powierzchni. Sposobu identyfikacji punktéw dostar-
cza sama definicja 4 powierzchni zanurzonej. Niech ® bedzie uzywanym w definicji uktadem
wspotrzednych. Znikanie ostatnich n — k wspolrzednych definiuje powierzchnie. Pierwsze k
wspoélrzednych moze by¢ za to uzyte do identyfikacji kazdego z punktéw zbioru S NU. Bardziej
ogodlnie:
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Definicja 5 Niech ® : i/ — O bedzie jak w definicji 4. Niech takze V C S NU bedzie zbio-
rem otwartym na powierzchni S. Odwzorowanie ¥ : V — R* nazywamy mapg lub uktadem
wspolrzednych na powierzchni S jesli ¥ jest gtadkim dyfeomorfizmem V i W()V). Precyzyjniej
odwzorowanie pro® o ¥~! gdzie pr : R® — R” jest projekcja na pierwsze k wspotrzednych, jest
gtadkim dyfeomorfizmem ¥(V) i pr(®(V)). Funkcje ' : V — R, i = 1...k sktadajace si¢ na ¥
nazywamy wspolrzednymi na S. Odwzorowanie odwrotne do ¥ nazywamy parametryzacjq.

Przyktad 6 Skonstruujemy wspotrzedne stereograficzne na sferze dwuwymiarowej
S={(z,y,2): 2> +9y*+2* = 1}.

Niech O, oznacza S\ {(0,0,1)} zas O_ oznacza S\ {(0,0,—1)}. Odwzorowania

U, 0, —RE (2,y,2) — (X,Y), lex Y:ly (1)
—Z — Z

V0. —R? AB), A=-"y="7 2
O_ — ; (xvyaz)'_)(v )7 1+Z 1+Z ()

sg mapami na S. Zauwazmy, ze na zbiorze O, N O_, gdzie okreslone sa oba uktady wspotrzed-
nych odwzorowanie zamiany zmiennych

A B
R?> (A, B XY)eR?® X=—" _V=—"_
>4, B)— (X,Y) €R, A2 4+ B?’ A2 4 B2

jest odwzorowaniem gltadkim. &

@)K 4

(X.Y)

Rys. 11: Wspoétrzedne stereograficzne.

Na sferze uzywamy tez czesto wspotrzednych pochodzacych ze sferycznego uktadu wspotrzed-
nych. Latwiej je zapisa¢ w postaci parametryzacji

x = cos psin
y=sinpsind , ¢ €0,2x], ¥ €]0,n[.
z = cosV



2 Przestrzen styczna i kostyczna

Niech A bedzie przestrzenia afiniczng modelowang na przestrzeni wektorowej V. Uzywaé be-
dziemy algebry C*(A) funkcji gtadkich na A oraz zbioru gladkich krzywych w A, czyli gtadkich
odwzorowan I — A, gdzie I jest odcinkiem otwartym. Wygodnie jest zalozy¢, ze odcinek ten
zawiera (. Pochodna krzywej v w punkcie t = 0 jest odwzorowaniem liniowym z R do V. W
ponizszej definicji wystepuje +/(0)1, czyli warto$é odzworowania 7/(0) na 1 € R:

Definicja 6 Wektorem stycznym do krzywej v w punkcie ¢ = 0 nazywamy pare (7(0),7/(0)1) €
A x V. Punkt 7(0) € A nazywamy punktem zaczepienia wektora ((0),~'(0)1). Zbi6ér wektoréw
stycznych do wszystkich krzywych w A oznaczamy TA i nazywamy przestrzenig styczna do A.
Zbioér wektorow zaczepionych w a € A oznaczamy T,A

Jest rzecza oczywista, ze TA = A x V', gdyz dla dowolnej pary (a,v) znalezé mozna krzywa
dla ktoérej ta wiasnie para jest wektorem stycznym, np. t — a + tv. Podobnie oczywiste jest,
ze T,A = V. Przestrzen wektoréw stycznych do A w punkcie a ma wiec strukture przestrzeni
wektorowej. Na razie nie bedziemy blizej zastanawiaé sie nad ta struktura (wektorowa). Prosze
jednak zapamietaé te obserwacje. W tym momencie wydaje sie ona oczywista (skoro T,A =V,
a V jest przestrzenia wektorowa, to T,A tez jest przestrzenig wektorowa), ale juz wkroétce
sytuacja sie nieco skomplikuje.

Niech ® : A D U — R", a — (¢'(a),...¢"(a)) bedzie ukladem wspdtrzednych w A. W
szczegblno$ci oznacza to, ze pochodne @' (a) oraz (®~1)(®(a)) sa rzedu n dla a € U. Ustalmy
punkt a € U. Niech ~; oznacza krzywa

t— () =27 (¢'(a),...,¢'(a) +1,...,¢"(a)).

Wektory styczne do krzywych +; w ¢t = 0 rozpinaja przestrzen T,A. Zauwazmy, ze wektor
styczny do krzywej v; jest obrazem wzgledem (®71)(®(a)) i-tego wektora bazy standardowej
w R". Maksymalny rzad pochodnej ®~! gwarantuje, ze wektory styczne do krzywych 7; sa
liniowo niezalezne, stanowia wiec baze T,A. W geometrii rozniczkowej mowimy, ze jest to baza
pochodzaca od uktadu wspotrzednych. Wprowadzamy tez specjalne oznaczenia: Wektor styczny
do krzywej 7; oznaczamy

0
2 b 8,
00 ub 0

jesli odwotywanie si¢ do konkretnej nazwy wspotrzednych ¢ nie jest konieczne. Wektor (a,v)
mozemy teraz zapisa¢ przy pomocy wspotrzednych (pla), ..., ¢"(a), @' (v),...,o"(v)) jesli

v= (V)0 + -+ "(v)0,.
Odwzorowanie
UxV >3 (a,v)— (¢a),...,o"a), o' (v),...,¢"(v) € R x R”

jest uktadem wpotrzednych w otwartym podzbiorze przestrzeni stycznej. Oznaczanie wektorow
stycznych symbolem zwigzanym z rézniczkowaniem ma gleboki sens, o ktérym za chwile.

Definicja 7 Przestrzenig styczng do powierzchni S C R™ nazywamy zbior wektoréw stycznych
do krzywych, ktorych obrazy leza w S. Przestrzen styczna do S oznaczymy TS
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Przestrzen styczna TS jest zgodnie z definicja podzbiorem przestrzeni stycznej TR™ = R" x
R". Kazdy wektor styczny ma dobrze zdefiniowany punkt zaczepienia. Formalnie rzecz biorac
mamy wiec odwzorowanie g : TS — S. Mozemy wyrézni¢ takze T,S = 75 (z), czyli zbiér
wektorow stycznych zaczepionych w punkcie x. T,S jest podzbiorem w T,R" = R", jednak
w roznych punktach podzbiory te moga by¢ rézne. Nie mamy wiec w TS struktury iloczynu
kartezjanskiego, tak jak to byto w TA. Okazuje sie jednak, ze

Fakt 1 Podzbior T,S jest podprzestrzenig wektorowg w T,R™ wymiaru réwnego wymiarowi
powierzchni.

Dowdéd: Na pierwszy rzut oka nie wida¢ powodu, aby przestrzen styczna do powierzchni w
punkcie bylta podprzestrzenia wektorowa w przestrzeni stycznej do R"™. Podobnie jak nie bar-
dzo wiadomo skad sie w ogdle bierze struktura wektorowa w T,A. Zeby pokazaé, ze TS jest
podprzestrzenig wektorowa musimy siegnaé¢ az do wspélrzednych na S. W Swiecie geometrii
rozniczkowej oznacza to uzycie brutalnej sity! Niech wigc x bedzie punktem powierzchni S i
niech ® bedzie uktadem wspotrzednych w otoczeniu x takim jak w definicji powierzchni. Ozna-
cza to, ze wspotrzedne "1 .. . " znikaja dla punktéw na powierzchni, ponadto ®(z) = 0.
Krzywa ~ lezaca w S i przechodzaca dla t = 0 przez x ma wiec opis we wspolrzednych
t= (¢'(v(1), *(7(1), ... " (7(1)),0,..., 0).

Niech teraz (x,v) i (z, w) beda elementami T,S. Czy (z,v+w) oraz (z, \v) tez sa elementami
T,S? Zaproponujemy krzywe, ktérych obrazy leza w S i ktérych wektory styczne to (z,v + w)
oraz (z, A\v) korzystajac z istnienia krzywych dla (z,v) i (z,w). Niech wiec v, : I — S C A oraz
Yo : I — S C A beda odpowiednimi krzywymi. Latwo jest zdefiniowaé krzywa reprezentujaca
(x, \v):

Tw(t) = Y0 (AT)

dla odpowiednio matych ¢, aby argument krzywej ~, miescit sie w dziedzinie. Wtedy istotnie
To(0)1 =AY (0)1 = Av.
Trudniej jest dla (z,v 4+ w). Musimy postuzy¢ sie uktadem wspétrzednych:

Yorw(t) = @7HP(10(1)) + P(u(t))).

Idea jest nastepujaca: nie mozemy dodawaé krzywych w A (nie ma dodawania punktéw), nawet
jesli A = R" i uzyjemy struktury wektorowej do dodania v, (t) +,(t) to powstata w ten sposéb
krzywa zapewne nie bedzie lezata w S a prawdopodobnie takze nie bedzie przechodzita przez
x, chyba, ze © = 0. Obrazy krzywych wzgledem ® przechodza przez 0 (suma wiec tez) oraz leza
w podprzestrzeni wektorowej ! = ... = " = 0 (i suma tez). Ztozenie z ®~! przeprowadzi

wiec sume w pewna krzywa w S przechodzaca przez x. Badamy wektor styczny:

Vogw(0)1 = (@71)(0) [ (x)7,(0)1 + ' ()7,,(0)1] =
(@) (0)2"(2)7,(0)1 + (271) (0) ()7, (0)1 = 7% (0)1 + 7, (0)1 = v + w.

Wykazalismy w ten sposéb, ze T,S jest podprzestrzenia wektorowa w V. Pozostaje kwestia
wymiaru. Pokazemy, ze T,S jest rozpieta przez 0; dla i = 1...k. Jesli krzywa v lezy w S,

to krzywa ® o 7 lezy w podprzestrzeni ! = ... = ¢" = 0 w R", zatem wektor styczny w
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t = 0 da sie zapisaé¢ jako kombinacja wektoréw e, . . ., e, z bazy kanonicznej R¥. Wspotezynniki
oznaczymy przez ¢'. Mamy wiec

v=~"(0)1= (qu odo 7)’ 0)1 = (@1 (0)(prer + -+ + prep) = @'y + -+ - + $FO

Wymiar T,.S jest conajwyzej k. Wiemy jednak takze, ze (¢ — 1)'(0) jest rzedu n, wiec wektory
0; sa liniowo niezalezne. [

Pora na podsumowanie: Zdefiniowali$émy przestrzen styczng do przestrzeni afinicznej A jako
zbior wektorow stycznych do krzywych. Okazalo sie, ze TA = A x V. Zdefiniowalismy takze
przestrzen styczna TS do powierzchni S jako zbior wektoréw stycznych do krzywych, ktorych
obrazy leza w S. Okazalo sie, ze w ustalonym punkcie T,S jest podprzestrzenig wektorowa
przestrzeni wektorowej T,A = V. Wprowadzilismy takze baze 0; w T,A zwigzang z danym
uktadem wspotrzednych. Jesli ten uktad wspoétrzednych ,pasuje” do powierzchni S, tzn. jest
taki jak definicji powierzchni, to wektory 0; dla ¢ = 1...k rozpinaja T,S. Spéjrzmy teraz
szerzej: zaldézmy, ze mamy parametryzacje Kk pewnego zbioru otwartego O w S. Wéowcezas krzywe
t— w(xl,. .. 2t +t,...,2%) lezag w S i wektory styczne do tych krzywych rozpinaja T,.S.
Wektory te oznacza¢ bedziemy, jak poprzednio, 0; lub 8‘;, mimo, ze nie mamy wyroznionego
uzupelnienia bazy T,S do bazy V. Do zdefiniowania bazy w przestrzeni stycznej wystarczy
parametryzacja lub uktad wspétrzednych na samym S, nie koniecznie w otoczeniu.

Zauwazmy, ze przestrzen styczna TS do powierzchni S sama tez jest powierzchnig zanu-
rzong w A x V. Odpowiedni uktad wspotrzednych mozna skonstruowaé korzystajac z uktadu
wspotrzednych @ w otoczeniu U punktu x € S. Nowy uktad wspoétrzednych bedzie okreslony w
Uxv

UXV 3 (y,w) — (P(y), ' (y)w) € R* x R".

Wektor (y,w) nalezy do TS jedli znikaja wspohrzedne (0" 1(y),... 0" (y)) oraz gdy @' (y)w =
0. Pojecie wektora stycznego jest czesto uzywane w teoriach fizycznych. Wektorem stycznym
jest predkos¢ i przesuniecie wirtualne. Wybierajac jeden wektor styczny w kazdym punkcie
definiujemy pole wektorowe na powierzchni S. Inaczej méwiac

Definicja 8 Polem wektorowym na powierzchni S nazywamy odwzorowanie X : S — TS takie,
ze Ts © X = ids.

Majac baz¢ zwiazana z uktadem wspotrzednych mozemy zapisa¢ pole za pomoca wspotczynni-
kow rozktadu wektoréw bedgcych wartosciami pola w bazie:

X(z) = X' ()01 + X*(2)0y + - - + XF(2)0.

Moéwimy, ze pole jest rézniczkowalne (gtadkie), jedli funkcje X* sg rozniczkowalne (gtadkie).
Uzywajac pojecia pola wektorowego mowi sie w fizyce o polu elektrostatycznym, polu indukcji
magnetycznej, polu grawitacyjnym itd. W mojej opinii inne obiekty geometryczne nadaja sie
do tego nieco lepiej.

Przejdziemy teraz do definicji przestrzeni kostycznej. Zaczniemy tak jak poprzednio od catej
przestrzeni afinicznej A. Jesli f jest funkcja na A, to jej pochodna w ustalonym punkcie f'(a)
jest elementem przestrzeni L(V,R) — odwzorowan liniowych na V' o wartos$ciach rzeczywistych.
Na wyktadzie z algebry liniowej ta przestrzen nazywalta sie przestrzeniq sprzezong lub dualng
i byla oznaczana V*. Na potrzeby geometrii rézniczkowej pochodna f’(a) nazywaé bedziemy
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rézniczka funkcji f w punkcie a i oznaczaé df(a). Jest jasne, ze zbidr wszystkich rézniczek
w ustalonym punkcie a to V*. W kontekscie geometrii rézniczkowej bedziemy oznaczaé te
przestrzen T, A, natomiast zbiér wszystkich rézniczek we wszystkich punktach TA. Mamy wiec
T"A=AxV* T:A = V*. Przestrzen kostyczna w punkcie jest dualna do przestrzeni stycznej w
punkcie. Uktad wspétrzednych & umozliwia skonstruowanie bazy przestrzeni kostycznej. Latwo
sprawdzi¢, ze uktad rézniczek (dp'(a),...,dyp"(a)) jest liniowo niezalezny i rozpina przestrzen
kostyczng w punkcie. Widac¢ takze, ze baza ztozona z rozniczek wspotrzednych jest baza dualng
wzgledem bazy (01, ...,0,), tzn.
(dg'(a),0,) = 0

Nietrudno takze zgadnac jak znalez¢ wspotrzedne df(a) w bazie (dp'):

af 1 8f n
df(a) = @(a)dw ot agon(@)dSO :
gdzie g gi (a) oznacza pochodng czastkowa zlozenia fod®~! wzgledem i-tej wspoirzednej obliczona

w punkcie ®(a).

A co z przestrzenig kostyczng do powierzchni? Niech x € S bedzie ustalonym punktem
powierzchni S zanurzonej w A. Co to jest rozniczka funkcji f okreslonej jedynie na .S powiedzie¢
nie potrafimy. Rozumowanie musi wiec iS¢ inna droga.

Definicja 9 Przestrzenig kostyczng do powierzchni S w punkcie x nazywamy przestrzen dualna
do T,S i oznaczamy T,S. Elementy przestrzeni kostycznej w punkcie z nazywamy kowektora-
mi zaczepionymi w x. Zbior wszystkich kowektoréw zaczepionych we wszystkich punktach S
nazywamy przestrzenia (wiazka) kostyczng do S i oznaczamy T*S.

Postugujac sie wiedza z zakresu algebry liniowej stwierdzamy, ze przestrzen TS jest kano-
nicznie izomorficzna z przestrzenia ilorazowa V*/(T,S)?. Na wszelki wypadek warto przypo-
mnieé, ze skoro T,S jest podprzestrzenig wektorowa w V', to mozemy rozwazaé jej anihilator
(T.9), czyli podprzestrzen wektorowa w V* zawierajaca wszystkie kowektory zerujace si¢ na
T.S. Dzielenie przez te podprzestrzen polega na utozsamieniu ze sobg kowektorow, ktére roz-
nia sie o kowektor znikajacy na T,S. Innymi stowy kowektor na S to klasa réwnowaznosci
kowektorow na A. A gdzie tu rézniczki funkcji na S?

Niech f : S — R bedzie gltadka funkcja na S. W otoczeniu O C A punktu z mozna te funkcje
rozszerzy¢ do funkeji f. Mozna to zrobié¢ na przyklad przy pomocy uktadu wspélrzednych:

F) = (@' (Y),...,¢"),0,...,0)).

Funkcja f' zgadza sie z f na ONS. Tego rodzaju rozszerzen jest bardzo wiele i zadne z nich nie
jest wyrdznione. Rozszerzenie jest funkcja okreslona na otwartym zbiorze w A, zatem mozna
wyznaczy¢ rozniczke tego rozszerzenia w punkcie z. Oczywiscie rézne rozszerzenia moga mie¢
rozne rozniczki, jednak beda one nalezaty do tej samej klasy rownowaznosci wzgledem dzielenia
przez (T,S)°. Istotnie, niech (x,v) bedzie wektorem stycznym do krzywej 7 lezacej w S. Niech

takze f i f beda rozszerzeniami funkcji f, wtedy

(df (2)=df(x),0) = (df (x),0)=(df (x),0) = (for)'(0)=(Fo)'(0) = (fo7)'(0)=(for)'(0) = 0.

W powyzszym rachunku wykorzystalismy fakt, ze f o v = f o~ jesli v ma obraz w S.
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Definicja 10 Roézniczkqg funkcyi f : S — R w punkcie x nazywamy klase rownowaznosci do-
wolnego rozszerzenia funkcji f do funkcji gtadkiej na otoczeniu punktu x w A

Przyklad 7 Rozwazmy powierzchnie S = {(z,y) € R? : 22 + y*> = 1}. Niech p € S! bedzie
takim punktem, ktérego wspotrzedne kartezjanskie to x(p) = cos ar, z(p) = sin . W naturalnej
parametryzacji katem biegunowym ¢ punkt ten definiowany jest wiec jako ¢(p) = a. Wsp6l-
rzedne kartezjanskie (x,y) stanowia uktad wspotrzednych na A = R?, podczas gdy wspotrzedna
¢ jest okreslona na S*. W przestrzeni T, A mamy wiec baze (0,, ;) a w T, A baze (dz(p), dy(p)).
Co to jest dp(p)? Najpierw przestrzen styczna

T,5" = {\d,, A € R}, 0, = —sino 0y + cosa 0.
Anihlator (T,S)° zawiera kowektory Adz(p) + pudy(p) spelniajace warunek
(Adz(p) + pdy(p), —sina d, + cosa 9,) = 0,
czyli kowektory proporcjonalne do
cos adz(p) + sin ady(p).

Kowektor dp na S! jest klasg réwnowaznosci kowektoréw na A wzgledem dzielenia przez
(T,51)°. Wiadomo ponadto, ze jesli kowektor nalezy do tej klasy, to obliczony na 9, powi-
nien dac¢ 1, czyli

(Adz(p) + pdy(p), —sina d, + cos adyy) = 1.

Tym razem A = —sin(«), p = cos «, zatem
dy = cos ady(p) — sinadx(p) + s[cos adz(p) + sinady(p)], s € R.
Uzywajac wytacznie wspotrzednych kartezjanskich po prawej stronie napiszemy, ze
de = 2(p)dy(p) — y(p)dz(p) + s[z(p)dz(p) + y(p)dy(p)], s €R.

)

W dalszym ciagu w oznaczeniach rézniczek zazwyczaj bedziemy pomija¢ odniesienie do kon-
kretnego punktu, pamietajac jednak, ze kazdy kowektor ma swoj punkt zaczepienia. Formalnie
méwigce istnieje odwzorowanie wg : T*S — S przypisujace kowektorowi jego punkt zaczepie-
nia. W teoriach fizycznych kowektory pojawiaja sie rzadziej niz wektory (a powinny czesciej).
Kowektorem jest ped punktu materialnego i sita dziatajaca na punkt materialny.

Mowilismy juz o polach wektorowch, czyli odwzorowaniach S — TS. Podobnie jest dla
przestrzeni kostycznej

Definicja 11 Odwzorowanie « : S — TS takie, ze mg 0 a = idg nazywamy polem kowektoro-
wym lub jednoforma na S

Przykladem jednoformy jest rozniczka funkcji x +— df(x). Jednoformy mozna takze zapisywac
w bazie zwigzanej z uktadem wspoétrzednych

ax) = ay(z)de! + as(z)dp? + - - + ag(z)de.
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Méwimy, ze forma jest rézniczkowalna (gtadka) jesli funkcje «; sa rézniczkowalne (gladkie),

Zrobimy teraz przerywnik algebraiczny: Niech (V) g) bedzie przestrzenia wektorowa wypo-
sazong w iloczyn skalarny ¢. Iloczyn skalarny jest to forma dwuliniowa symetryczna, niezdege-
nerowana i dodatnio okreslona, tzn. odwzorowanie

g:VxV-R

lliniowe ze wzgledu na kazdy argument (dwuliniowosc¢), takie ze g(v,w) = g(w,v) (symetria),
spelniajace warunki g(v,v) = 0 = v = 0 (niezdegenerowanie) oraz g(v,v) > 0 (dodatnia okre-
slonos¢). Warunek niezdegenerowania mozna wyrazié¢ jeszcze inaczej. Kazda forma dwuliniowa
zadaje odwzorowanie

G:V—V" G)=g(v,-).

Forma jest niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy, gdy G jest izomorfizmem liniowym. Iloczyn
skalarny pozwala utozsamié¢ przestrzen wektorowa z jej przestrzenia dualng. Majac baze (e;) w
przestrzeni wektorowej mozemy znalez¢ macierz formy dwuliniowej

Gi; = g(es, e5).

Macierz formy symetrycznej jest symetryczna wzgledem glownej przekatnej, macierz formy
niezdegenerowanej jest niezdegenerowana a macierz formy symetrycznej dodatnio okreslonej
jest diagonalizowalna i ma dodatnie wartosci wlasne (twierdzenie spektralne). Ta sama macierz
G; jest macierza odwzorowania G w bazach (e;) i dualnej (¢7), tzn [Gy5] = [G]E.

Zalozmy teraz, ze przestrzen modelowa V' dla przestrzeni afinicznej A jest wyposazona w
iloczyn skalarny. Pozwala nam to liczy¢ dlugosci wektorow

loll = v/ g(v,v),

mierzy¢ odlegtosci miedzy punktami przestrzeni afiniczne;j:
d(ay, az) = |laz — as|].

oraz liczy¢ dtugosci krzywych:
to
() = [ I o)1t

Odpowiednie odwzorowanie
TA > (a,v) — (a,G(v)) € T"A,

ktore dla utatwienia bedziemy oznaczaé¢ takze litera G, jest izomorfizmem wiazki stycznej z
wiazka kostyczna.

Iloczyn skalarny mozemy mie¢ takze na powierzchni, w tym sensie, ze przestrzen styczna w
kazdym punkcie x € S moze by¢ wyposazona w iloczyn skalarny g,. Oczywiscie nie mozemy
wybra¢ g, catkiem dowolnie. Majac uktad wspotrzednych w zbiorze U otwartym w S i baze
(0;) w kazdej z przestrzeni stycznych mozemy zapisa¢ macierz g, w bazie. W réznych punktach
macierze te moga by¢ rozne. Kazdy z wyrazéw macierzowych jest teraz funkcja wspotrzednych
punktu na S. Bedziemy wymagac, zeby wyrazy macierzowe zalezaly od wspoétrzednych punktu
w sposob gladki. Mowimy wtedy, ze S jest wyposazona w gladki iloczyn skalarny lub gtadka
metryke. Czesto bedziemy spotykac¢ sie z sytuacja, kiedy iloczyn skalarny na powierzchni S
pochodzi od iloczynu skalarnego na przestrzeni afinicznej w ktorej S jest zanurzony.
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Przyklad 8 Niech S? bedzie dwuwymiarows sfera zanurzona w R3. Przestrzen styczna T,R?
w kazdym punkcie p = (x,y, z) wyposazona jest w iloczyn skalarny, ktérego macierz w ba-
zie (Oy, 0y, 0,) jest macierzg jednostkowa. Sprawdzmy jak wyglada iloczyn skalarny na sferze
wyrazony we wspotrzednych sferycznych. Parametryzacja sfery ma postaé

z(V¥, @) = cospsind,
y(9, ) = sin psin I,
2(¥, @) = cos .

Wobec tego wektory styczne w punkcie (1, ¢) wyrazaja sie¢ w bazie (0,, 0y, 0,) wzorami

0, = —sin psin Y9, + cos psin Vo,
Oy = cospcosV O, + sinpcosv 0, —sinv 0,

Baza (0,, 0y, 0,) jest ortonomalna wzgledem iloczynu skalarnego, zatem

9(0,,0,) = sin® psin® ¥ + cos® psin® ¥ = sin® ¥
g(0yg, 0) = cos® p cos® ¥ + sin? pcos? ¥ + sin? 9 = 1
9(0y,0,) = —sin psind cos  cos ¥ + cos psin ¥ sin p cos ¥ = 0

Macierz iloczynu skalarnego w bazie (0, 0y) ma postaé

sin?d 0
0 1

Jest to jednoczesnie macierz odwzorowania z T(,.9S? do T’("%ﬁ) S2. Wedtug tego odwzorowania
G(0,) = sin® ¥ dy, G(0y) = do.
)

Mamy teraz wystarczajaca wiedze, aby zapisa¢ definicje gradientu na dowolnej powierzchni
z iloczynem skalarnym. Uwaga!!! Gradient ma sens jedynie w obecnosci iloczynu skalarnego !!!

Definicja 12 Niech S bedzie powierzchnig z iloczynem skalarnym g. Gradientem funkcji f €
C*(S) w punkcie x nazywamy wektor styczny G~(df(x)). Mozemy takze zdefiniowaé pole
wektorowe grad f wzorem

grad f = Gt odf

Przykltad 9 Gradient funkcji f na sferze z indukowanym iloczynem skalarnym wyraza sie

wzorem
1 af. of

sin%?% ot %&9

grad f =

&

Te pola fizyczne, ktore maja potencjat skalarny, czyli sa gradientami funkcji, czesto lepiej
jest traktowaé jako pola kowektorowe (rozniczke funkcji) niz gradient. W elektrodynamice kla-
sycznej pole elektryczne jest zdecydowanie polem kowektorowym, czyli jednoforma. Wiekszos¢
rachunkow zwiagzanych z takim polem wykonuje sie tatwiej z uzyciem form niz wektoréw.
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3 Alternatywne spojrzenie na wektory styczne

Definicja 13 Algebrg nazywamy przestrzen wektorowa A wyposazona w dziatanie Ax A — A,
zwane zazwyczaj mnozeniem, ktoére jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument.

Algebra jest pojeciem bardzo ogdlnym. Czesto dodaje sie do niej rozmaite doprecyzowujace
przymiotniki: algebra taczna oznacza, ze mnozenie ma wtasnos¢ tacznosci, algebra z jedynka
oznacza, ze w algebrze jest element neutralny ze wzgledu na mnozenie, algebra Liego oznacza,
ze mnozenie jest antysymetryczne i spetnia dodatkowy warunek nazywany tozsamoscia Jacobie-
go... itd. Jak w przypadku kazdej struktury algebraicznej mowimy o homomorfizmach algebr,
czyli liniowych odwzorowaniach zachowujacych strukture algebry. W swiecie algebr sa tez inne
wazne odwzorowania

Definicja 14 Niech A, B beda algebrami i niech p : A — B bedzie homomorfizmem algebr.
Odwzorowanie liniowe D : A — B nazywamy rozniczkowaniem nad homomorfizmem p jesli
spetiony jest warunek

D(aiaz) = D(a1)p(az) + p(a1)D(az).

Z cala pewnoscig spotkali sie juz panstwo z takim odwzorowaniem. Jedli A = C*(R) oznacza
algebre rozniczkowalnych funkcji rzeczywistych, B jest po prostu R a homomorfizm p ozna-
cza ewaluacje funkcji w punkcie zy € R, to obliczanie pochodnej funkcji w punkcie xy jest
rozniczkowaniem. Istotnie, zgodnie z reguty Leibniza mamy

(f9) (z0) = f'(z0)g(x0) + f(20)g' (20).

Jesli teraz A = C*(A) dla przestrzeni afinicznej A, B = R a p jest jak poprzednio ewaluacja
funkcji w punkcie a, to kazda krzywa v przechodzaca przez a dla t = 0 definiuje rézniczkowanie
algebry C>*(A) o wartosciach w R. Istotnie, jesli D, (f) = (f o~v)'(0) to

D,(fg) = ((f9) ©7)'(0) = f((0))(g 27)'(0) + g(~(0))(f ©7)'(0) = f(a) D-(g) + g(a) D;(f)

W powyzszych rachunkach zrobilismy uzytek z przemiennosci algebry funkcji nie dbajac o kolej-
no$¢ mnozenia. Oczywiscie rézne krzywe moga definiowac to samo rozniczkowanie, precyzyjniej
krzywe, ktore maja ten sam wektor styczny definiujg to samo rozniczkowanie.

Whniosek 2 Wektory styczne w punkcie a sq rozniczkowaniami algebry funkcji gtadkich na A.

Powstaje teraz pytanie czy kazde rézniczkowanie jest tej postaci? Okazuje sie, ze tak. Zeby to
stwierdzi¢ potrzebujemy pewnego lematu dotyczacego funkcji na R™:

Lemat 1 (O funkcjach znikajacych w punkcie) Niech f bedzie funkcjg gladkq na otocze-
niv O punktu 0 € R". Niech takze f(0) = 0. Wéwczas f(x) = x'g;(x) dla pewnych funkcji
gtadkich g;.

Dowéd: Ustalmy x € O i zdefiniujmy

F:I—-R, F(t)=f(0+tx).
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Odcinek I jest na tyle duzy, zeby zawiera¢ 0 i 1. Funkcja F' jest gladka, gdyz funkcja f jest
gtadka, wiadomo takze, ze F'(0) = 0. Zgodnie z podstawowym twierdzeniem rachunku réznicz-
kowego i catkowego

of

F(1) = /01 F'(s)ds, F'(s) = &Ei(sx)xi.

Mozemy wiec napisa¢ ré6wnosc

Lof [ of

f(x)=F() = - (sx)x’ds = 2’ ; %(sz) ds = 1'g;(x)
dla 1 g
gi(z) = ; a:fi(szc) ds.

Skoro funkcja f jest gtadka, to funkcje g; takze sa gltadkie (twierdzenia o catkach z parametrem).
O

Teraz mozemy juz udowodni¢, ze
Fakt 2 Dia kazdego rézniczkowania D algebry C*°(A) w punkcie a istnieje krzywa v taka, Ze
D(f) = (f27)(0).
Dowéd: Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli algebry o ktérych mowa sa algebrami z jedynka,
to rézniczkowanie znika na elementach proporcjonalnych do jedynki. Istotnie

D(14) = D(1a-14) = p(1a)D(14) + (1a)p(1a) = 15D(14) + D(14)15 = 2D(14).

Skoro wiec D(14) = 2D(14) to oczywisci D(14) = 0 i z liniowosci D(Al4) = 0. Jedynka
w algebrze funkcji na A jest funkcja stata réwna 1. Nasze rézniczkowanie D znika wiec na
funkcjach statych.

W dalszym ciagu uzywa¢ bedziemy afinicznego uktadu wspétrzednych na A zadanego przez
baze (e;) w przestrzeni modelowej V' oraz punkt a, tzn.

R" > (z!,...,2") — b=a+ 2'e; € A.

Funkcje na A mozna zapisywa¢ jako funkcje na R" sktadajgc z powyzszym odwzorowaniem.
Wsp6trzedne z° dobrze jest traktowaé jak funkcje na A. Jesli (¢') jest baza dualna do (e;) to

z'(b) = €'(b — a).
W otoczeniu punktu a (we wspolrzednych punkt 0) funkcje gtadka mozna zapisaé¢ w mysl lematu
jako .
f(b) = f(a) + z"(b)gi(b).
Wtedy
D(f) = D(f(a) + z'g;) = D(z"g;) = 2" (a) D(g;) + D(2")gi(a) = D(a")gi(a). (3)

Wartoé¢ D na f zdeterminowana jest wiec poprzez uktad n liczb v* = D(z') bedacych war-
tosciami D na funkcjach wspoétrzednosciowych. Latwo teraz zaproponowac krzywsg ~ taka, ze
D., = D, mianowicie v(t) = a + tv'e;. Istotnie

Dy() = (F01)(0) = (f(a+ w'e)) = H(F(@) + #'(a + wiegla + wie)) =
vgi(a) + 7' (@)gfla) (e;) = viga) ()
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Wiyniki (3) i (4) sa jednakowe (z uwzglednieniem oznaczen), co pokazuje, ze D = D.,.]

W ten sposob znalezlismy w koncu jakie$ nieprzypadkowe zrodto struktury wektorowej w
przestrzeni stycznej — rézniczkowania algebry tworzg przestrzen wektorowg! Postugujac sie tymi
samymi metodami wykazac¢ mozna tatwo podobny fakt dotyczacy algebry funkcji na powierzchni
i przestrzeni TS. Wszystkie rachunki wykonywane byly na wspolrzednych, mozna wiec je po
prostu przepisac

Fakt 3 Istnieje kanoniczny izomofrizm miedzy przestrzeniq réiniczkowari algebry C*(S) nad
ewaluacjq w punkcie x a przestrzenig styczng T,.S.

Niech X bedzie polem wektorowym na powierzchni S. Wartos¢ pola w punkcie z € S jest
rozniczkowaniem algebry funkji - w dzialanu na funkcje zwraca liczbe. Zbierajac te liczby punkt
po punkcie w S otrzymujemy funkcje na S. Innymi stowy, dziatajac polem wektorowym na funk-
cje na S otrzymujemy funkcje na S. Reguta Leibniza obowigzujaca w punkcie przenosi si¢ na
regute Leibniza dla dzialania pdl na funkcjach. Pola dziataja na funkcjach jak rézniczkowania.
Odpowiedni homomorfizm algebr to tym razem identyczno$¢. Poniewaz wszystkie rézniczkowa-
nia nad ewaluacjg w punkcie to wektory styczne, tatwo jest wykazac¢ fakt

Fakt 4 Istnieje jednoznaczna odpowiednio$é miedzy rézniczkowaniami algebry C*°(S) nad iden-
tycznodciq i gladkkimi polami wektorowymi X (S) na powierzchni S.

Dowdéd: Dziatanie pola wektorowego X na funkcji f dane jest wzorem (X f)(z) = X(z)f.
Rachunkiem sprawdzamy, ze wzor ten okresla rézniczkowanie. Niech teraz D bedzie rézniczko-
waniem algebry C*°(5) nad identycznoscia. Wowczas ztozenie p, o D jest rézniczkowaniem tej
algebry nad ewaluacjg w punkcie x. Istotnie,

pa© D(fg) = p(x)(D(fg)) = p(fD(g) + 9D(f))
f(@)D(g)(x) + g(x)D(f)(x) = f(x)pa © D(g) + g(x)ps o D(f).

Zatem p(zx) o D jest wektorem stycznym zaczepionym w punkcie z i mozna zdefiniowaé odwzo-
rowanie

Xp: So2x+——pxoDeTS,

ktore jest polem wektorowym na S. Gtadkos¢ pola Xp sprawdzimy dzialajac na funkCJe wspol-
rzednosciowe (z%). Wiadomo, ze D(x?) jest funkcja gladka, z drugiej strony Xp(x') = D(z%) =
X4, gdzie

Xp=Xpo + -+ X0

Funkcje X% sg zatem gladkie, co dowodzi gtadkosci pola Xp. [J
W dalszym ciagu nie bedziemy odréznia¢ w notacji pola wektorowego od rézniczkowania z
nim zwiazanego.

Definicja 15 Niech D; i Dy beda rézniczkowaniami algebry A nad identycznosciag. Komuta-
torem rézniczkowan Dy i Dy nazywamy odwzorowanie [Dy, Dy] = Dy o Dy — Dy o Dy.

Fakt 5 Komutator rézniczkowan jest rozniczkowniem.

21



Dowéd: Sprawdzamy bezposrednim rachunkiem. [

7 faktéw 4 i 5 wynika, ze komutator rézniczkowan odpowiadajacych polom wektorowym
takze jest polem wektorowym. Przeprowadzajac stosowny rachunek we wspétrzednych stwier-
dzamy, ze jedli X = X0; oraz Y = Y'0; to

OY oX7

4 Odwzorowanie styczne i cofniecie formy

W dalszym ciaggu przyda nam si¢ jakies oznaczenie na wektor styczny do krzywej v w ¢t = 0. Do
tej pory korzystalidémy z oznaczenia +/(0)1 odnoszacego sie do faktu, ze krzywa na powierzchni
jest jednoczesnie krzywa w przestrzeni afinicznej w ktérej zanurzona jest ta powierzchnia, zatem
pochodna odwzorowania R — A w punkcie jest odwzorowaniem liniowym z R do przestrzeni
modelowej V. Wektor styczny to para (0) i wartos¢ pochodnej na ,wektorze” 1 € R. W
geometrii rozniczkowej przyjete sa dwa oznaczenia: wektor styczny do krzywej v w t = 0
oznaczamy §(0) albo, jesli jest wygodniej ty(0). Czasami jest wygodniej uzy¢ innej wartosci
parametru, piszemy wtedy (t) lub ty(t).

Niech M i N beda powierzchniami wymiaru m i n odpowiednio, niech takze F': M — N
bedzie odwzorowaniem gltadkim. Oznacza to, jak zwykle, ze gltadkie sa wyrazenia F' w uktadzie
wspotrzednych, precyzyjniej, jesli @ jest uktadem wspoétrzednych w oroczeniu x € M i ¥ ukta-
dem wspotrzednych w otoczeniu F(z) € N, to gtadkie ma by¢ odwzorowanie Wo Fod~! : R™ —
R™. Zbadamy teraz, jaki zwigzek miedzy wektorami stycznymi i kowektorami na powierzchniach
N i M wynika z istnienia odwzorowania F'.

Krzywa ~v : [ — M zlozy¢ mozna z odwzorowaniem F' otrzymujac krzywa w N. Uwaga:
jesli dwie krzywe 71 1 72 w M maja ten sam wektor styczny, to takze krzywe Flovy; i Foy, w N
maja ten sam wektor styczny. Mozna to tatwo sprawdzi¢ badajac rézniczkowania odpowiadajace
tym krzywym. Dla dowolnej funkcji f € C*°(N) mamy

Dioy, (f) = (fo Foy)(0)=---

Na powyzszy napis mozna tez patrze¢ jak na dziatanie rézniczkowania D, na funkcje f o F
okreslona na M. Rozniczkowanie to jest takie samo jak rézniczkowanie D.,. Wobec tego

.= (f oF O’yg)/(O) = DFo’yz(f)‘

Z dowolnosci funkcji f wynika, ze rézniczkowania Dpoy, 1 Dpoy, sa réWne, odpowiadajace im
wektory styczne tez. Ma sens zatem nastepujaca definicja:

Definicja 16 Odwzorowanie
TF:TM — TN, TF(ty(0)) = t(F o v)(0).
nazywamy odwzorowaniem. stycznym do F'.

Tym razem uzyliSmy oznaczenia ty(0) na wektor styczny do krzywej v w punkcie 0, gdyz sta-
wianie kropki nad ztozeniem F o~ jest niewygodne. Oznaczenie ty(0) jet szczegdlnie przydatne,
gdy krzywa definiujaca wektor sama ma skomplikowana i dtuga definicje. Odwzorowanie stycz-

ne obciete do przestrzeni stycznej w jednym punkcie jest odwzorowaniem liniowym, elementem
L(T,N, Tp@yM).
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Przyklad 10 Niech M = S? bedzie sferg dwuwymiarowg za§ N = R? plaszczyzng. Odwzo-
rowanie F' przyporzadkowuje punktwi na sferze rzut stereograficzny punktu wzgledem bieguna
poinocnego. Odwzorowanie F' zapiszemy we wspolrzednych przyjmujac wspotrzedne sferyczne
(p,9) na S% i wspolrzedne kartezjanskie (X,Y) na R2

v v
F(p,9) = (cot 5 oS, cot B sin ),

Uzywamy tutaj oznaczenia F' na odwzorowanie wyrazone we wspotrzednych zamiast Wo Fod1,
co jest w geometrii r6zniczkowej przyjeta praktyka. Znajdziemy obrazy wektoréw stycznych 0,,
0y. Wektory te sa styczne do krzywych v,(t) = (¢ +t,9), 79(t) = (¢, +t). Obrazy wektoréw
0, 1 Oy sa styczne do krzywych

t
sin ¢).

9 9 9+t
Fon,(t) = (cot 3 cos(p +t), cot 5 sin(p +1t)), Foyy(t) = (cot i cos p, cot

Roézniczkujac wspéhrzedne po parametrze ¢ otrzymujemy wyrazenia na TF(0,), TF(0y)
9 9
TF(0,) = —cot 3 sin(p) Ox + cot 3 cos(yp) Oy,

TF(0y) = cos(p) Ox — sin(yp) Oy

 2sind/2 2sin1/2

Macierz odwzorowania liniowego TE z T, 9)S? do Tp(,9) w bazach pochodzacych od uktadéw
wspotrzednych to
— cot ¥ sin(yp) —m cos(¢p) 5)
cot g cos(¢) _2sT119/2 sin(¢)
Wyrazy macierzowe sa funkcjami wspoétrzednych, poniewaz w kazdym punkcie odwzorowanie

styczne jest inne. Wartosci TF sg wektorami na R?, wiec czasami mozemy chcie¢ wyrazié
wspotezynniki przy wektorach bazowych takze we wspotrzednych (X,Y)

TF(0,) = —Y dx + X dy,
X?24+Y?%2+1 X?24+Y?%2+1

TF@y) = - L T xgy— L To
(%) WXZ1rYZ X /X2ty

Y Oy.
]

Przyklad 11 Rozwazanie dzialania odwzorowania migdzy powierzchniami na kowektory za-
czniemy od dwoch przyktadéw. Zacznijmy od odwzorowania F' z przyktadu 10. Funkcje wspot-
rzednosciowe X i Y na R? definiujg funkcje

v v
FoX(p,0) :cot§cos<p, FoX(p,0) :C0t§COS<P

na S2. Rézniczki tych funkeji s elementami T*S2. Mozemy wiec sprobowaé zdefiniowaé wartodci
odwzorowania kostycznego na rozniczkach wzorami T*F(dX) = d(F o X) oraz T*F(dY) =
d(F oY)

1
T*F(dX) = — cot ;9 sin pdp — sm )2 cos pdd
T*F(dY) —cotﬁcos dp — #sin dv
T Y T S sinw 2 Y
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Wyglada wiec na to, ze odwzorowanie kostyczne dziala w druga strone, z T?X,Y)RZ do TZ‘%ﬁ)SQ,
gdzie punkty (X,Y) i (p,1) sa zwiazane przez odwzorowanie F. W tym przyktadzie moze-
my zebra¢ odwzorowania kostyczne dzialajace miedzy przestrzeniami w ustaalonych pinktach
w jedno odwzorowanie dziatajace z T'R? do T*S2. Na punktach zaczepienia kowektoréw to
odwzorowanie dziata jak F~!. Co jednak, gdy F nie jest odwracalne? Zastanowimy sie nad
tym za chwile badajac kolejny przyktad. Spdjrzmy jeszceze tylko na macierz odwzorowania T*F
dziatajacego z T{yyyR? do T(, 4 S* w bazach ztozonych z rézniczek wspotrzednych

—cot g sin pdy  cot g cos @dp

| L (6)
T 2smo2 (0S¥ Togmepe SIIY

Macierze (5) i (6) sa wzajemnie transponowane. Uzyte bazy w przestrzeniach stycznej i kostycz-
nej sg wzajemnie dualne, zatem odpowiednie odwzorowania sa sprzezone, tzn (TF)* = T"F.
Zmiana kierunku dziatania odwzorowania przy sprzezeniu jest zjawiskiem znanym z algebry
liniowej.

L

Przyktad 12 Wezmy M = R2. N = Ri G : R? — R, G(z,y) = y — 22 Odwzorowanie
to nie jest odwracalne. Przeciwobraz punktu r € R jest podzbiorem {(z,y) : y — 2> =r} w
R2, czyli parabola o réwnaniu y = 22 + r. Mozemy zapisa¢ odwzorowanie kostyczne miedzy

przestrzeniami T R i Tz‘x,y)RQ, jedli tylko y = 22 + r.

T*G(dr) = dy — 2zdx,

jednak kolekcja tych odwzorowan nie jest odwzorowaniem. Jest to jednak bez watpienia relacja
miedzy T*R a T'R2.

Definicja 17 Odwzorowanie F': M — N zdaje relacje T*F miedzy przestrzeniami kostyczny-
mi. Dwa kowektory a € T,M i 3 € T, N sa w relacji jesli

y=F(z) oraz Yve T,N a(v)=F(TF(v)).
Relacje te nazywamy relacjg kostyczng

Jedli F' nie jest odwracalne relacja kostyczna nie jest odwzorowaniem. Na poziomie punktow
zaczepienia ,jidzie” w te samg strone co odwzorowanie F', zas na poziomie kowektoréw w prze-
ciwna. Relacja ta obcigta do przestrzeni T, M x Ti N jest odwzorowaniem liniowym (TF')*
sprzezonym do odwzorowania stycznego. W przyktadzie 11 uzywaliSmy nieco innej definicji od-
wzorowania kostycznego: T*F(df) = d(f o F'). Czy to jest to samo? Wiemy, ze kazdy kowektor
jest rozniczka jakiej$ funkcji w punkcie. Niech wiec f =df(y), f: N — M. Czy a = d(foF)(x)
jest w relacji z ( zgodnie z definicja? Zaktadamy oczywiscie, ze y = F'(z). Niech v € T, N, niech
takze -y bedzie krzywg w M taka, ze v odpowiada rézniczkowaniu D, .

a(v) = (d(foF)(x),v) = Dy(fo F) = (fo Foy)(0) = Droy(f) = (df (y), TF(v)) = B(TF(v)).

Jak na razie relacja kostyczna wydaje sie nieco dziwniejszym obiektem niz odwzorowanie
styczne. Jednak jesli zaczniemy dziala¢ nie na pojedynczych wektorach czy kowektorach ale na
polach wektorowych i formach relacja kostyczna ta okaze si¢ duzo przyjemniejsza w obstudze.
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4.1 Transport pola wektorowego i cofniecie formy

W poprzednim paragrafie zdefiniowalismy odwzorowanie styczne i relacje kostyczna. Sprawdzmy
jak dzialajg one nie tylko na pojedyncze wektory i kowektory ale na pola wektorowe i formy.
Niech F' : M — N bedzie odwzorowaniem gladkim. Zauwazmy, ze jesli y = F(x) to dla
By € TZN istnieje doktadnie jeden kowektor w T, M bedacy w relacji kostycznej z 3. Wynika to
z faktu, ze relacja kostyczna obcigta do przestrzeni kostycznych w punktach x i y = F(z) jest
odwzorowaniem liniowym (sprzezonym do TF'). Jesli wiec (3 jest jednoforma na N, to wzor

M>z+— TF(B(F(x))eTM (7)

okresla jednoforme na M. Zobaczmy jak to wyglada na diagramie

T ML T*N
F*,@( M TN >B
Y Y
M—E N

Definicja 18 Jednoforme zadang wzorem (7) oznaczaé¢ bedziemy F*[ i nazywaé cofnieciem
formy B przez odwzorowanie F'. Zamiast ,cofniecie” mowi si¢ tez czasami ,,pull-back”.

Szczegbnie prosto wyglada wzér na cofniecie jednoformy, ktora jest rozniczka funkcji
F*df =d(fo F).

Gdybysmy funkcje f o F' oznaczyli F* f i nazwali cofnigciem funkcji, moglibysmy stwierdzi¢, ze
cofniecie jest przemienne z braniem rézniczki F*df = d(F* f).

Nieco gorzej ma sie sprawa z polami wektorowymi. Odwzorowanie styczne dziala ,z prawej
do lewej”

TM T2 TN

X( ™ N >?
N \

M—L N
W takim przypadku pola X nie mozna przetransportowa¢ z M do N. Kazde pole wektorowe
da sie przetransportowaé jedynie gdy F' jest dyfeomorfizmem:
FX(y) =TF(X(F(y))). (8)

Jedli F' nie jest dyfeomorfizmem daja sie (czasami) przetransportowaé niektére pola. Na przy-
klad jesli F: R? — R, F(z,y) = x to transport istnieje dla pél postaci X = f(2)0, + g(z,y)d,.
Wtedy F.X = f(2)0,.

Definicja 19 Pole wektorowe zdefiniowane wzorem (8) nazywamy transportem pola X przez
odwzorowanie F'. Zamiast ,transport” mowi sie tez czasami ,,popchniecie” lub ,,push-forward”.
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5 Wielokowektory i wieloformy na powierzchni

Ponizsze notatki powstaly z uzyciem notatek do wyktadow Matematyka II © Matematyka 111,
wiec mogq Panstwo miec czasami wrazenie, Ze autor niepotrzebnie rozdziela wtos na czworo. Z
drugiej strony jednak ,wykltadanie kawy na tawe” ma tez swoje zalety...

Definicja 20 Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczy-
wistych. Formg k-liniowg nazywamy odwzorowanie:

w:VxVx.--xV—R,

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla kazdego ¢, dowolnych wektoréw v;,
j=1...k, v} idowolnych A\, u € R zachodzi

w(UI,UQ, T 7)\Ui +:U’U7{7 : 7Uk) - )\W(Ul,U27'~ * Uiyt 7Uk) +MW<U1,U2, e 7/07/;7 tr 7Uk>
7 kursu algebry i analizy znaja panstwo dobrze formy dwuliniowe, szczegélnie dwuliniowe syme-
tryczne (np. iloczyn skalarny, druga pochodna funkcji wielu zmiennych obliczona w ustalonym
punkcie, tensor bezwtadnosci ciata sztywnego...).

Wsréd wszystkich form k-linowych wyrdznimy teraz szczegdlnie funkcje antysymetryczne,
to znaczy majace wlasnosé

W(Uluv%"' y Uiy e ey Ugym ot 7”/6) = —W(Ul,?]Q,"' yUjy ey Uyt ot 7Uk) (9)

dla dowolnych i # j. Formy k-liniowe antysymetryczne nazywane sg tez k-formami antysyme-
trycznymi, lub k-kowektorami.

Omawiajac odwzorowania liniowe i formy dwuliniowe stwierdziliémy, ze wtasnos¢ liniowosci
powoduje, ze odwzorowanie jest jednoznacznie okreslone przez wartosci na wektorach bazowych.
Stad na przestrzeni n-wymiarowej do zdefiniowania formy dwuliniowej potrzeba n? liczb:

Q VXV — R, Qij = Q(ei,ej).

Jesli wiadomo, ze forma jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n + 1)/2 wartosci. Jesli forma
jest antysymetryczna potrzeba jeszcze mniej n(n — 1)/2, gdyz wyrazy diagonalne @; musza
by¢ zero: z warunku antysymetrii wynika, ze dla dowolnego v € V

Q(v,v) = =Q(v,v)
Po opuszczeniu koloréw (w konicu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy
Q(va U) - _Q(U7 U)? (]‘0)

czyli Q(v,v) = 0. Innymi stowy przestrzen wektorowa wszystkich form dwuliniowych ma wymiar
n? a podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio n(n +
1)/2 1 n(n —1)/2. Jedli zauwazymy ponadto, ze forma, ktéra jest jednocze$nie symetryczna i
antysymetryczna musi by¢ zerowa, oraz ze

n(n+1)+n(n—1) :n2+n+n2—n:n2
2 2 2
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zrozumiemy, ze przestrzen wszystkich form dwuliniowych jest suma prosta podprzestrzeni form
symetrycznych i podprzestrzeni form antysymetrycznych. Kazda forma dwuliniowa da si¢ wiec
roztozy¢ w sposéb jednoznaczny na czesé symetryczng i antysymetrycznag:

Q(U7w) = Q*(%w) + Q1 (v, w)
Q- (0,0) = 5[Qv,w) = Q)] Qulo,w) = 5[Qv,w) +Q(uw,v)]

Dla k£ > 2 takze jest prawda, ze forma k-liniowa jest jednoznacznie okreslona przez war-
tosci na bazie, zatem przestrzen takich odwzorowan jest przestrzenia wektorowa wymiaru n*.
W tej przestrzeni sa takze wyrdznione podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycz-
nych, ktérych czescia wspolna jest przestrzen zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpuja
przestrzeni wszystkich form. Zastanéwmy sie nad wymiarem przestrzeni A* V* form antysy-
metrycznych (pochodzenie dziwnego oznaczenia A* V* wyjasni sic wkrétce) . Niech w oznacza

forme antysymetryczng. W zbiorze n* liczb
Wiyigeiy = w(eila Cigy - - - 76ik)

jest wiele zer. Wystarczy, ze w ukladzie (e;,€;,,...,€;, ) korykolwiek wektor bazowy powta-
rza sig, a juz warto$¢ w na tym ukladzie musi byé¢ réowna zero jak w (10). Jesli zas uklad
(€i1, €iys - - -, €5, ) Die zawiera powtarzajacych si¢ wektoréw, to wartos¢ w na tym uktadzie rézni
sie od wartosci w na uktadzie zawierajacym te same wektory tylko uporzadkowane rosnaco ze
wzgledu na indeks, tylko znakiem. Wniosek: do zdefiniowania k-formy wystarczy tyle liczb
ile jest roznych podzbiorow k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Siggajac do wiedzy z
zakresu kombinatoryki stwierdzamy, ze jest ich

n n! .k . n!
(k:)_k:!(n—k)! ton. - dim /\V CED

Powyzsze rozwazania prowadzg takze do wniosku, ze przestrzen k-form antysymetrycznych dla
k > n jest zerowa, natomiast przestrzen n-form ma wymiar rowny 1. Znamy juz przynajmniej
jeden przyktad n-kowektora: Jesli kolumny macierzy potraktujemy jak elementy R™ wyznacznik
jest n-kowektorem na R". Podsumujmy teraz wtasnosci k-kowektoréw. W ponizszych wypowie-
dzach « jest k-kowektorem:

o Jesli wérod argumentow a ktorykolwiek z wektorow powtarza sie, warto$¢ o na tym
uktadzie wektorow jest rowna zero. Wynika z tego, ze

o jesli vy, ve,. .., v; jest uktadem liniowo-zaleznym to a(vy,va, ..., v;) = 0.

e Jak kazde odwzorowanie liniowe « jest jednoznacznie okreslone na wektorach bazowych.
Jesli (eq, es,...,6,) jest baza w V to liczby

Wiy, iy :Oé<€i1,62'2,...,€7;k), 0< ?:1 < 7:2 < e K Zk <n+1

wyznaczaja jednoznacznie odwzorowanie . Wynika z tego, ze
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o dim A\FV* = < Z ) — 7k!(ﬁk)!.

Skoro znamy juz wymiar przestrzeni k-kowektoréw, przydatby nam si¢ takze jakas wygodna
baza. Jako narzedzie do konstrukcji takiej bazy postuzy nastepujace pojecie:

Definicja 21 Illoczynem zewnetrznym k-kowektora « i I-kowektora [ jest (k + [)-kowektor za-
dany wzorem

sgn o
a 5 = Z Wa(/uo’(l)7 UU(Z)? s 7UU(’€)>5<UU(’€+1)7 UU(Z+2)7 s 7UJ(Z)>‘
oc€Sky1 U
Zanim zastanowimy si¢ nad wlasnosciami iloczynu zewnetrznego przyjrzyjmy sie przyktadom
dla konkretnych (nieduzych) ki l. Niech k =111 =1, czyli «, 3 sa po prostu kowektorami na

V. Wtedy a A 3 jest 2-kowektorem okreslonym wzorem

a A PBu,vm) =) (Vo(1)) B(Vo(2))-

og€Ss

sgn o
—
11!

W grupie permutacji Sy sa tylko dwie permutacje: identycznosé (parzysta) i jedna transpozycja
(1 2) (nieparzysta). Wzor przyjmuje wiec postacé

a A B(vr,v2) = afvr)B(va) — a(va)B(v1)

Teraz zalézmy, ze « jest 2-kowektorem a  kowektorem. Potrzebujemy wiec permutacji z Sj.
W tej grupie jest sze$¢ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosé. Wzér na iloczyn zewnetrzny przyjmuje postac:

(e WA ﬁ(’l]l, Vg, 'Ug) = 2'11' (—F()é(’l}l./ 'Ug)ﬁ(/(lg) — Oé('UQ7 ’l/"1>58(/l,'3)—05(1)1, 03)5(1}2)
+a(vs, v1)B(v2) ) =

Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem réznia sie jedynie kolejnoscia argumentéw 2-kowektora
a. Po uporzadkowaniu mozna je dodac. Trzeba jedynie pamigta¢ o zmianie znaku przy zamianie
kolejnosci argumentow:

1

= gqy (Felvr,v2)B(vs) + a(vr, v2) 5(vs) —a(vr, v3) B(vs)
—a(vy, v3)B(va) ) =
= (120(01, 12)3(s) ~200r, v)B(v2) )
vy, v2)B(vs) — a(vi,v3)B(v2) + ava, v3) B(v1).
Ostatecznie

a A B(vy,v2,v3) = avy, v2)(vs) — vy, v3)B(vs) + a(ve, v3)5(v1).

Jako ostatniej przyjrzyjmy sie sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnetrznego sa 2-ko-
wektorami. Potrzebujemy teraz permutacji z S;. Poprzedni przyktad pokazuje, ze istotny jest
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jedynie podzial argumentéw miedzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzadkujemy
rosngco dodajac podobne sktadniki. W tym przypadku mamy szes¢ mozliwych podziatéw zbioru
indekséw {1,2,3,4} pomiedzy 2-kowektory « i [3:

{1,2,3,4} = {1,2} U {3,4}
{1,2,3,4} = {1,3} U {2,4}
{1,2,3,4} = {1,4} U{2,3})
{1,2,3,4} = {2,3} U {1,4)
{1,2,3,4} = {2,4} U{1,3}
{1,2,3,4} = {3,4} U{1,2}.

Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bedziemy wstawiac do « a z drugiego do (. Pierw-
szemu z podziatow odpowiadaja cztery mozliwe permutacje:

id, (12), (34), (12)34)

Pierwsza i ostatnia sg parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszajg indeksy
w ramach podziatu, a nie miedzy zbiorami podziatu. Wktad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn a A § jest nastepujacy

+Oé(’U1, UQ)ﬁ(U?n 714) - Oé(UZ, U1)5(’U3, U4) - Oé(Ul, 02)5(1}4, U3) + Oé(’UQ, 711)5(@47 713)

Po uporzadkowaniu rosnaco argumentéw obu 2-kowektoréw otrzymujemy wktad

+4a(vi, v2)B(vs, va).
Podobnie analizujac kazdy z mozliwych podziatéw i odpowiadajace kazdemu cztery permutacje

dostaniemy wzor

a A B(vy, v, v3,04) = 2'12' (dar(vy, v2)B(v3, v4) — dar(vr, v3)B(v2, V) + da(vy, v4)B(ve, v3)

+da(ve, v3)B(v1, va) — da(va, va) B(v1, v3) + da(vs, va) Bv1, v2)) =
a(vy,v2) (v, v4) — (v, v3)B(ve, v4) + vy, v4)B(v2, v3)

+a(ve, v3)B(v1,v4) — (e, v4)B(v1,v3) + avs, v4) (v, V2).

Zupelnie nieprzypadkowo wspotezynniki liczbowe za kazdym razem sie upraszczajg. Oto naj-
wazniejsze wlasnosci ioczynu zewnetrznego:

Fakt 6 1. Iloczyn zewnetrzny jest operacjq dwuliniowgq, tzn:

(aa+ba’') A B =aa A B+ ba A B, aA(af+b3 =aaAB+baNfF).

2. lloczyn zewnetrzny jest tgczny, tzn

(@AB) Ay =aA(BAY).
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3. 1loczyn zewnetrzny w ogolnosci nie jest przemienny, ale zachodzi wzor:
ahp=(=D)"gAa.

Dowéd: Pierwszy warunek wynika bezposrednio z definicji. Dowdd drugiego jest do$¢ nieprzy-
jemny. Polega na pokazaniu, ze lewa i prawa strona obliczona na uktadzie k + [ 4+ p wektorow
daje

sgn o
Z W“(”a(l), . ,Ua(k))ﬁ(va(kﬂ), . ,Ua(k+z))’7(va(k+l+1), e 7Ucr(k:+l+p))'
0€Sir1ap p!

Istotnie, zajmijmy sie najpierw lewsg strong wzoru:

(A B) AY](v1s - o Vkgigp) =
3 sgn(p)

(k T l)'p' a A ﬁ(vp(l); ce avp(kJrl) V(Up(k+l+1)a s 7Up(k+l+p))

PESktitp

Zeby zrealizowaé iloczyn zwnetrzny a A 3 musimy teraz wykonaé sumowanie po wszystkich per-
mutacjach jego argumentéw. Mozna to zrealizowa¢ za pomoca zastosowania wszystkich mozli-
wych permutacji o € Siy; do argumentow premutacji p. Co prawda oznacza to zastosowanie
permutacji o i p w odwrotnej kolejnosci nizby to wynikato ze wzoru definicyjnego iloczynu
zewnetrznego, ale poniewaz i tak chodzi o wysumowanie po wszystkich przestawieniach, osta-
tecznie r6znicy nie ma:

sgn(p)
2 (k + D)lp!
3 sgn(p)sgn (o)

(k? 4 l)'p'k'l' Oé(Up(g(l)), et 7UP(U(k)))6(UP(0’(k+1))7 et 7UP(U(k+l)))

N B(Upays - -+ s Up(ttty) V(Vp(hria)s - - s Vp(htitp)) =
PESkti+p

PESk4i+4p
Gesk-H
V(Up(k—i-l—&-l)a e 7Up(k+l+p)>
W zbiorze ukladéw wektordow
(Up(a(1))s - - -+ Vp(o (k) s Upl(o (k1)) - - - 5 Vp(or(k+1))> Vp(kti+1)s - - - » Up(k-+14p))

to samo uporzadkowanie wystepuje wiele razy. Dla réznych par p i o ztozenie p o ¢ moze by¢
takie samo. Traktujemy tutaj permutacj¢ o € Sy jako element grupy Siiiyp, nie ruszajacy
ostatnich p elementéw. To samo uporzadkowanie (nazwijmy je w) pojawia sie tyle razy, ile jest
permutacji o, gdyz, ustaliwszy o, odpowiednie p obliczymy ze wzoru

p=wo ot
Z wlasnosci znaku permutacji wiadomo takze, ze sgn(p)sgn(o) = sgn(w). Zamiast sumowaé
wiec po permutacjach z Spyiyp 1 Sk mozemy sumowac jedynie po permutacjach z Sgyiyp
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uwzgledniajac kazda permutacje (k + [)! razy:

3 sgn(p)sgn (o)

(k + D)lplkll! A(Vp(o(1)): - - - V(o)) B (Vp(o (k1)) - - -5 Vp(o (k1))
PESkti+p

oESE

’Y(Up(k+z+1), e 7Up(k+l+p)) =

sgn(w)(k +1)!
(k + l)'p'kf'l' a(vw(1)7 tet avw(k))ﬁ(vw(k—&-l); s 7vw(k+l)>7(vw(k+l+l)a s 7vw(k+l+p)) =

>

WESk4i+p

sgn(w)
Z Wa(%(l)a e ’Uw(k’))ﬁ(vw(k—f—l)y . ,Uw(k+1))7(%(k+z+1)7 . avw(k-l—l-i-p))'
WESititn plRl!

Podobnie postapimy s prawg strong wzoru. Sumowa¢ bedziemy po permutacjach p € Siii4p
a nastepnie o € S, aplikujac o do uktadu (k + 1,...%k + [ + p). Zauwazamy nastepnie, ze
o mozna traktowaé jako element Sii;4, nie ruszajacy pierwszych k liczb i ze kazdy uktad
wektoréw powatarza sie z tym samym znakiem (I + p)! razy. W ten sposéb dochodzimy do tej
samej postaci wzoru po prawej stronie.

Wthasnosé trzecia jest na szczedcie tatwa do uzasadnienia. Porownajmy dwa wzory:

sgn o

ahNf= )Y WQ(UU(W Vo (2)s - - > Vo(k)) B(Vo(kt1)s Vo(kt2)s - - - 5 Vo (k1)) - (11)
0ESK11 U
: sSgn p
Brhra= > ] B(Vp(1)s Vp(2)s - - > Vp(0)) U Vp(i41)s Vp(42) - - + > Vo(itk))- (12)
pESKk1 T

W drugim wzorze mozemy zamieni¢ « z (3, byle zachowa¢ argumenty:

sgn p
BAa= Z WQ(Up(l+1)a Vp(1+2) « - - ,Uo(z+k))5(vp(1), Up(2)y « - - 7Up(1))~ (13)
pESKy T

Sktadniki sumy (11) i (13) r6znia sie od siebie tylko znakiem. Réznica w znaku jest taka, jak
réznica w znaku permuatacji p i o przy zaltozeniu, ze o(1) = p(l + 1), 0(2) = p(I + 2) itd. az
do o(k) = p(1) i dalej o(k + 1) = p(1) az do o(k + 1) = p(l). Te dwie permutacje r6znig sie o
permutacje

I+1 142 -+ I+k 1 - 1

ktorej znak to doktadnie (—1)*. OJ

Wspominalismy juz, ze kazdy k-kowektor jest zadany przez swoje wartosci na uktadach
wektoréw bazowych. Wartosci te sg wspoétrzednymi k-kowektora w pewnej bazie. Zajdzmy te
baze. Niech, jak poprzednio, (eq,es,...,e,) bedzie baza w V. Kowektory tworzace baze dualna
oznaczymy (e, € ..., €"). Wybierzmy teraz k-elementowy zbiér indekséw I = {iy,... iy} i
uporzadkujemy indeksy rosnaco, tzn. iy < i < --- < 7. Interesuje nas k-kowektor

( 1 2 .. ko kE+1 --- k‘+l>

ETNERN - NEE,

31



Jesli w zbiorze I cho¢ jeden indeks powtarza sie, to powyzszy k-kowektor jest rowny zero (za-
miana miejscami dwoch czynnikéw powinna powodowaé¢ zmiane znaku, jednak jesli czynniki
te sa jednkowe, tak naprawde nic si¢ nie zmienia). Mozemy wiec rozwazaé tylko takie zbiory
indekséw, ze i; < iy < --- < ip. Obliczmy k-kowektor €1 A €2 A --- A €* na ukladzie wekto-
row (ejy,...,¢€j,) (zakltadamy takze, ze indeksy w tym uktadzie wektoréw sg uporzadkowane
rosnaco):
ETNEZN A ei’“(ejl, €)= Z eil(ejam) Ceee e"k(ejg(k))
€Sk
W powyzszej sumie albo wszystkie skladniki sa rowne 0, albo jest tylko jeden niezerowy sktad-
nik. Wszystkie sktadniki sa réwne zero, jesli zbiory {iy,...,ix} 1 {j1,...,Jx} nie sa identyczne.
Wtedy zawsze przynajmniej jedna ewaluacja €' (eja(k)) w kazdym z iloczynow jest réwna 0. Jesli
zbiory indekséw sa jednakowe wtedy w powyzszej sumie jest jeden niezerowy wyraz dla permu-
tacji identycznosciowej (zatozyliSmy poczatkowo, ze indeksy w obu zbiorach sa uporzadkowane
rosnaco). W takiej sytuacji otrzymujemy
EVANERN N (g, ei) =€ (eq,) €M ey ) e € (ey) =1
Postulujemy, ze uktad k-kowektorow sktadajacy sie ze wszystkich iloczynéw zewnetrznych k
kowektoréw bazowych z odpowiednio uporzadkowanycmi indeksami jest dobra baza w A* V*.
Liczba k-kowektoréw w powyzszym uktadzie sie zgadza, tzn jest ich liczba rowna wymiarowi
przestrzeni. Ponadto uktad ten jest liniowo niezalezny: wystrczy obliczy¢ wartosci kombinacji
liniowej wektoréw z tego uktadu na wszystkich k& elementowych ciagach wektoréw bazowych
e; z uporzadkowanymi rosngco indeksami. Na kazdym z takich ciggow wartos¢ niezerowa ma
tylko jeden z k-kowektorow, co daje warunkek znikania wspotczynnika przy tym witasnie k-
kowektorze. Okazuje sie, ze istotnie badany przez nas ukitad k-kowektoréw jest dobra baza.
Wspbdtrzedne rozwazane przez nas wcezedniej zwigzane sg wiasnie z ta bazg. Oznacza to, ze
kazdy k-kowektor @ mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa

@ = Z Qiyig.in€  NEZN - Ne™

1< <ip

Uwaga dotyczgca zapisu z uzyciem wspoélrzednych: Czesto w rachunkach wygodniej jest
sumowac¢ nie po uporzadkowanych zbiorach indekséw a po wszystkich. Rozwazmy sprawe dla
dwukowektoréw. W przyjetym powyzej zapisie

oz:Zozijez/\ej,

i<j
co dlan = 3 daje
a=ape AN +a3et ANe®+ag e Aéd.
Zdefiniujmy teraz oy; dla i > j warunkiem
i = —aj;
Sprawdzmy (dla n = 3) jak sie ma Y ;1 oy e’ A€l do 32,5 vijel A€l

Zazjez AN =ape N Faset AN +ae AN+ an e N +ased Ael +asg e Aél
i’j

= (()412 — (121)61 AN 62 + (0513 — &31)61 VAN 63 + (Ckgg — 0632>€2 A\ 63

= 2ap0 €t N €2 + 20013 et Aed 4 20v93 e N ed =2
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Mamy wigc
. . 1 . . . .
a= Zaijez/\ej = §Zaije’/\e] = Zaije’/\e]
1<j (2] 4]

czyli

5.1 Wieloformy na powierzchni.

Jesli jako przestrzen wektorowa wezmiemy przestrzen styczng T,M do powierzchni M w punk-
cie ¢, mozemy moéwic¢ o wielokowektorach na powierzchni. Mamy wtedy zazwyczaj do dyspozycji
baz¢ w T,M pochodzaca od uktadu wspétrzednych oraz dualna do niej bazg¢ w T, M, sktada-
jaca sie z rézniczek wspotrzednych. Jesli (21, ..., 2™) oznaczaja wspdtrzedne na n-wymiarowe;
powierzchni M, to k-kowektor w punkcie ¢ € M jest postaci
Z O‘i1i2...ikdxi1 N dl‘iQ A A dl‘zk
1 << <t

Zalozmy teraz, ze w kazdym punkcie powierzchni M, a przynajmniej w kazdym punkcie ¢
pewnego otwartego zbioru @ C M zadany jest kowektor a(q). mamy wiec odwzorowanie

k
a:0— NT°M.

wymaga¢ bedziemy dodatkowo, aby wspoétczynniki oy, i, zalezaly od punktu w taki sposob,
zeby wyrazone we wspotrzednych (z!, ... ™) byly gladkimi funkcjami tych wspétrzednych. W
dziedzinie jednego uktadu wspotrzednych mozemy napisaé

a= > (a2 da Ada A Ada™
i <ige <y,
Odwzorowanie o nazywamy k-formg na O.

Przyktad 13 Przyktadem 1-formy jest rozniczka funkeji

0 0 0

Roézniczka funkeji f : R? — R danej wzorem

f(@,y) = Ja? + ¢

ma postac
Y

X

i jest okreglona we wszystkich punktach R? poza (0,0). W punkcie (0,0) funkcja f nie jest
rozniczkowalna. Ta sama funkcja zapisana w biegunowym uktadzie wspotrzednych ma postac

fryp) =,

zatem jej rozniczka to po prostu
df(r,p) =dr.
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Przyklad 14 Przykladem dwuformy na R? jest tzw. forma objetosci zorientowanej zwigzana
7 kanonicznym iloczynem skalarnym na R? (o formach objetosci doktadniej powiemy pdZniej)

dz A dy
Te samg forme mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych biegunowych biorac pod uwage, ze
dzr = coswdr — rsinpdy, dy = sinedr 4 7 cos pdp
Mnozymy zewnetrznie dz i dy wyrazone we wspotrzednych biegunowych:
dx A dy = (cos @dr — rsin pdp) A (sin pdr + 7 cos pdy) =

(cos pdr) A (sin pdr) + (cos @dr) A (7 cos pdyp) 4+ (—rsin pdy) A (sin pdr)+

(—rsin edyp) A (1 cos pdp) =
cos psin pdr A dr + r cos? pdr A dg — rsin? pdp A dr — 72 sin ¢ cos pdp A dp

Pierwszy i ostatni sktadnik sg rowne zero, poniewaz iloczyn zewnetrzny dwoch identycznych
kowektorow jest rowny zero. Oznacza to, ze

dz A dy = 7 cos? pdr A dp — rsin® pdp A dr
Korzystajac z wlasnosci iloczynu zewnetrznego piszemy
do Adr = —dr Adyp,
zatem ostatecznie
dz A dy = (rcos® ¢ + rcos® p)dr Adp = rdr A de.
)

6 Roézniczka zewnetrzna.

Uzywalismy juz specjalnego oznaczenia na zbiér gladkich cie¢ wiazki stycznej (X (M)). Wy-
godnie jest takze wprowadzi¢ oznaczenie QF(M) na zbiér gtadkich cigé wiazki k-kowektoréw:
Ay o AFT*M — M. Wygodnie jest takze uwazaé, ze Q°(M) = C*(M) oraz iloczyn zewnetrz-
ny 0-formy i k-formy to po prostu mnozenie k-formy przez funkcje.

Fakt 7 Operator liniowy
d: Q8 (M) — QFFY(M)

spetniajgcy nastepujgce warunki: (1) d w dziataniu na 0-formy jest réwny zdefiniowanej wcze-
$niej rézmiczce funkcji; (2) jesli o € QF(M) i f€ QM) to dla A B) = da A B+ (—1)Fa A dB;
(3) d? =0, tzn d(da) = 0 dla dowolnej formy «, jest wyznaczony jednoznacznie.
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Dowdéd: Zalézmy, ze operator d istnieje. Wowcezas warunek (2) pozwala go zadaé jedynie na 0-
formach i 1-formach, poniewaz wszystkie inne wyprodukujemy korzystajac z liniowosci i reguty
Leibniza (czyli wlasnie warunku (2)). Na 0-formach wartos¢ d jest okreslona przez warunek (1).
Kazda 1-forma jest kombinacja liniowa wyrazen postaci fdg, gdzie f, g sa funkcjami gtadkimi.
Uzywajac wiec (2) i (3) dostajemy

d(fdg) =df Adg+ fddg = df Adg.
.
Fakt 8 Operator d istnieje.

Dowéd: W dziedzinie O lokalnego uktadu wspotrzednych (z¢) dziatanie d zadamy wzorem ,we

wspotrzednych”. Ze wzgledu na liniowo$é wystarczy wiedzieé¢ jak dziata d na forme a postaci

a(z)dz™ Adz™ A - Adaie

d(a(z)dz" Adz" A---Adz"™) = daAdz™ Adz2 A---Ada™ =) a—ajdxj Adzt Adz? A Ada®
j=1 9%

Pozostaje sprawdzi¢ wtasnosci (1)-(3). Warunek (1) jest spelniony automatycznie, warunek (2)
sprawdzamy rachunkiem: Wezmy

a =adz™ Adz A - Adazt, B = bdx’t Adz?2 A -+ Ada?,
gdzie a i b sa funkcjami we wspohrzednych (z'), wtedy
a A B =abdz™ Adz A - Adz™ Adz?t Adz?2 A Ada
Aplikujemy operator d:
d(a A B) =d(ab) Adz™ Ada A--- Ada™ Ada?* Ada?2 A~ Ada? =
(adb + bda) A dz™ Adz™ A --- Ada™ Adz?t Ada? A Adadt =
adb A dx™ Ada Ao Ada'™ Ada?t Ada? A Adadt
bda A dz™ Adx A Ada™ Ada?t Adz? A Adatt =
(da A da™ Ada™ A--- Ada™) A (bda? Ada?? A Ada) +
(—1)* (ada Ada™ A+ Ada™) A (dbAda? Ada?? A~ Ada) =
da A B+ (—1)*andj

Pozostaje do sprawdzenia warunek (3). Wystarczy go sprawdzi¢ dla funkcji:

"Of N Pf P\
ddf =d -dz' | = ——dz’ Adx' = —— — ——— |d2/ Adz' =0
/ (; ox’ x) ;;Gx’aﬂ v v ; T *
Ostatnia réwnos¢ wynika z réwnosci drugich pochodnych czastkowych mieszanych dla funkeji
gtadkich. Zachowania za wzgledu na zamian¢ zmiennych nie musimy sprawdzaé, gdyz mamy
jednoznacznos¢ [

Zanim zaglebimy si¢ dalej w teorie policzmy dwa przyktady:
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Przyktad 15 Znalez¢ d3, jesli 8 € QY(R?\ {(0,0,0)})

1 2 2
3= TELS (a:zd:c +yzdy — (2% 4y )dz)

&
Przyktad 16 Znalez¢ dw, jesli w € QY(R?\ {(0,0)})

xdy — ydx
W=
2 + zy + y?

)

Przy okazji powyzszych rachunkéw okazalo sie, ze istnieja niezerowe (i catkiem skompliko-
wane) formy, ktérych rézniczka jest zero. Uzywaé bedziemy nastepujacych nazw: jesli da = 0,
to a nazywa si¢ forma zamknietg, jesli a« = df3, to « jest forma zupetng. Kazda forma zupeina
jest zamknieta. Czy jest tez odwrotnie? Odpowiedz na to pytanie bedzie trescia nastepnego
wyktadu.

Oproécz wzoru ,na wspotrzednych” oraz niekonstruktywnej definicji poprzez wtasnosci, ma-
my takze wzor na rézniczke formy wyrazong poprzez jej wartosci na uktadzie pol wektorowych.
Wzor ten pokazuje zwiazek rozniczkowania form z nawiasem Liego pol wektorowych:

Fakt 9 (Wz6r Cartana) Jesli X1, Xo, ..., Xps1 € X (M) oraz w € Q¥(M), to

k
do(Xy, Xa, o, Xpr) = (- DX w(Xy, . Ko X))+
1=1
+ Z(—l)lJFJW([XZ, X]], X17 .. Xz ce X] c. 7Xk+1>

1<j

Dowéd: Sprawdzmy przede wszystkim, czy powyzszy wzor na dw okresla rzeczywiscie k +
1-forme. Na oko wida¢, ze wyrazenie po prawej stronie jest liniowe ze wzgledu na kazdy z
argumentow, antysymetrie tez dos¢ tatwo sprawdzi¢. Trzeba jeszcze jednak zwroci¢ uwage na
to, czy wartos¢ prawej strony zalezy jedynie od wartosci p6l w punkcie a nie na przyktad takze od
pochodnych tych pél. Na pierwszy rzut oka pochodne moga by¢ zaangazowane, gdyz we wzorze
wystepuje nawias pol a takze dziatanie pola na funkcje skonstruowang z formy i pozostalych
pol. Sprawdzi¢ to mozna na przyktad badajac jak zachowuje sie prawa stona, kiedy jedno z
pol pomnozymy przez funkcje. Ze wzgledu na antysymetrie wystarczy pomnozy¢ pierwsze pole.
Jedli rzeczywiscie wzor okresla (k + 1)-forme, to powinni$my otrzymaé wzor

dw(f X1, Xo, ., Xpp1) = fdw(Xy, X, o, X)), (14)
czyli zadnego rézniczkowania funkeji!!! Sprawdzamy: Gdy w pierwszej sumie wezmiemy ¢ = 1,

otrzymamy
lew(X27 s 7Xk+l)a
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gdy i >1

(—1)i_1XiW(fX1, c. Xz e 7Xk+l) =
(—1)i71XifW(X1, .. Xz Ce 7Xk+1) =

(-1)i_1 ((X,f)w(X1 o X, Ce 7Xk:+1) + inCU(Xl, e Xz e 7ch+1)) .

Sktadnik zaznaczony na czerwono jest niepozadany, gdyz zawiera rézniczkowanie funkcji f.
Sprawdzamy kolejne sktadniki. W drugiej sumie, gdy 7 # 1 mamy

<—1)Z+JUJ([XZ,XJ], le, .. Xz .. X] ce 7Xk+1) =
(—1)i+jf(,U([Xi, Xj], Xl, .. Xz e Xj . 7Xk+1)

Jesli jednak ¢ = 1 to nawias przyjmuje postac
X0, X)) = F1Xq, X = (X)X,
co po wstawieniu ,,pod w” daje

(=D (f[X1, X5) — (X)X, Xoy oo X, X)) =
(=) fw([X1, X5), Xoy - Xy oo Xi1) — ()X flw(X, Xo o X Xig)

Kolejne wyrazenie na czerwono tez jest niepozadane, gdyz zawiera rézniczkowanie funkcji. Jed-
nak oba czerwone sktadniki réznia sie znakiem (dla i = j) zatem uproszcza sie¢ w wyrazeniu
po prawej stronie wzoru Cartana. Wyrazenie to zalezy wiec tylko od wartoéci pél w punkcie
a nie w pewnym otoczeniu. Teraz wystarczy tylko sprawdzi¢, czy wzér ten daje to co trzeba
we wspolrzednych. W tym celu trzeba obliczy¢ prawa strone na polach wspétrzednosciowych
X; = a?:i' Jest to bardzo proste, poniewaz pola wspotrzednosciowe komutuja, znika wiec druga
suma we wzorze. Dalszy rachunek jest juz oczywisty.L]

Zobaczmy, jak wyglada rézniczka funkcji f, jednoformy n i dwuformy postaci dn wedlug
wzoru Cartana:

df(X)=Xf
dn(X,Y) = Xn(Y) — Yn(X) —n([X,Y])

Policzmy teraz ddn(X,Y, Z). Oczywiscie powinno wyjsé¢ zero:

0=ddn(X,Y,Z) =

- Y (Xn(2) - — (X, Z]))
+Z(Xn(Y) - — (X, Y1)
— X YIn(2) + Zn(1X, Y]) + (X, Y], Z])
+ X, ZIn(Y) = Y([X, 2]) — n([[X, 2], YT)



Jednokolorowe wyrazenia sie upraszczaja i zostaje

= —Xn([Y, Z2]) + Yn([X, Z]) -
+ +([[X, Y], Z]) = Y([X, Z]) = n([[X, 2], YT) + Xn([Y, Z1) + n(([Y, Z], X]) =

Jednokolorowe znowu si¢ upraszczaja, teraz zostaje
Znikanie drugiej r6zniczki jest wiec réwnowazne tozsamosci Jacobiego.

Cofniecie formy a rézniczka. Niech ¢ : M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim. Dyskuto-
waliSmy juz cofniecie rézniczki funkceji okreslone wzorem

prdf =d(foy).

Zauwazmy, ze zachodzi

(p*df)(v) = df(Te(v).
Korzystajac z tej obserwacji mozna zdefiniowaé cofniecie dowolnej k-formy:

Pwo(vn, . u) = w(Ta(vn), ., Te(wy))

Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze

e (aNf) = aNe's.
Jak zachowuje si¢ cofniecie formy wzgledem rézniczki?

Fakt 10
d(¢*a) = ¢*(da)

Dowéd: Lokalnie kazda forma jest sumg wyrazen postaci
fdgi A -+ Adgy.

Mamy wiec
" (fdgr A+ Adgr) = (fop)(p dgi) A~ A (¢ dgy)
i
dlp*(fdgi A= Adge)] = d(f o) A(@"dgr) A=+ A (pdgi) = (©"df) A (¢"dgr) A+ A (p*dg)
7, drugiej strony
d(fdgi A+ Adgy) =df Adgi A~ Adgy

©*d(fdgr A~ Adgr) = (¢"df) A (p"dg1) A -+ A ™ (dgr).
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7 Formy zamkniete i zupelne

Policzmy rézniczke nastepujacej formy rézniczkowej okreslonej na R? \ (0, 0)

_ ydx — xdy
T a2 42
2 2 92 2 02— 9y2
(2% +y?) (2% +y?)
2 _ 2 2 _ 2 2,2 .2 2
TV gyndr+ L dyadr = LYY Ty =
@+ @+ @+
Z ) T Y xr )

Okazuje sie wiec, ze forma ewidentnie niezerowa, majaca wspotczynniki wyrazajace sie dosé
skomplikowanymi wzorami i nie bedace stalymi funkcjami ma rézniczke rowng zero. Juz wiemy,
ze tak powinno by¢ jesli forma « jest zupelna, to znaczy jesli a = df dla pewnej funkcji
f : R?*\ (0,0) — R. Sprobujmy znalez¢ taka funkcje. Dla form okreslonych na catym R?
i majacych znikajaca rozniczke procedura znajdowania odpowiedniej funkcji jest wzglednie
prosta: Niech 3 = f(z,y)dz + g(z,y)dy bedzie gladka forma na R? taka, ze d3 = 0. Co to
oznacza dla wspotezynnikow f i g:

_of 99 _ (%9 _9f
dﬁ—aydy/\dx+axdx/\dy—<0$ By dz A dy
_ 99 _of
dg =0 = 9r ~ Oy

Niech teraz (xg, o) bedzie dowolnym punktem R?. Funkcja

h(z,y) :/x Ftyo)dt + [ gl t)dt

o Yo
jest gladka funkcjg na R?, ponadto

z Y

F(t, yo)dt + /

Yo

dh(z,y) = ai (/: f(t, yo)dt + y:g(:c,t)dt> dz + (‘fy (/w g(yc,t)dt) dy =

0 0

<f(a:, Yo) + ! gg@,t)dt) dx + g(z,y)dy =

(f(x, Yo) + yoy %(m,t)dt) dz + g(z,y)dy =

(f(z,y0) + f(z,y) — f(z,y0)dt) dx + g(z,y)dy = 3

W powyzszym rachunku skorzystaliSmy z rownosci pochodnych czastkowych funkcji f i g. O
powyzszej procedurze mozna mysle¢ jak o catkowaniu formy [ po tamanej sktadajacej sie z
odcinkéw od (zg,yo) do (z,y0) i dalej od (z,y0) do (z,y) jak na rysunku 12. Na kolejnych
wyktadach méwi¢ bedziemy o catkowaniu form i wtedy okaze sie, ze jest to doktadnie to. Na
razie jednak powyzsze catki mozna catkowac jako catki z parametrem. Wynik catkowania jest
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(%0, ¥0)

Rys. 12: Metoda catkowania

funkcjg punktu koncowego. Poniewaz przepis dotarcia do punktu koncowego jest jednoznacznie
okreslony dostajemy dobrze okreslong funkcje. Wtasnosci calek zapewniaja gtadkosé tej funkeji.
Funkcje h nazwiemy funkcjq pierwotng formy (. Ze wzgledu na dowolnosé wyboru (xg, yo)
funkcji pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy 3 réznia sie o funkcje,
ktorej rozniczka jest rowna 0, czyli o funkcje stata.

Sprobujmy tak samo znalezé funkcje pierwotng formy «. Napotkamy tutaj na nastepujacy
problem: Do punktu b nie mozemy dojé¢ ,wedlug przepisu” poniewaz musieliby$my przejsé

a
1

(70, y0)

Rys. 13: Klopoty w (0, 0)

przez punkt w ktérym forma nie jest okreslona (rysunek 13) . Nie da sie wiec policzy¢ jednej
z calek wystepujacych we wzorze. Mozna sprobowaé obej$é¢ ten problem definiujac bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kazdego z punktéw. Jesli np. (2o, yo) = (—1,0) mozemy
ustanowi¢ nastepujaca zasade: do punktow w gornej potptaszezyznie dochodzimy idac najpierw
w gore potem poziomo, a w dolnej najpierw w doét, potem poziomo (rysunek 14). Co jednak

Rys. 14: Omijamy (0,0)?

zrobi¢ z punktami na dodatniej potosi poziomej? Okazuje sie, ze nie da si¢ wymysleé¢ takiego
przepisu, zeby funkcja pierwotna okreslona byta takze w punktach pétosi poziomej dodatniej
i jednoczesénie byla ciagta. Jesli na przyktad a = (1,¢) a b = (1, —¢), to zgodnie opisanym
powyzej przepisem

h(a) = arctan(e) + 2 arctan(1/e), h(b) = — arctan(e) — 2 arctan(1/e).
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Gdy € dazy do zera granica ,od gory” jest m a od dotu —m. Moze jednak tak jest zZle, bo
zmniejszanie epsilona oznacza, ze trzeba w granicy przej$¢ przez niedozwolony punkt. Co zmieni
sie, jesli droga bedzie wygladata jak na rysunku 157 Droga od gory to

Lo

— O &>

Tb

Rys. 15: A moze lepiej tak...

h(a) = arctan(1) 4+ arctan(1) — arctan(—1) — arctan(e) + arctan(1) = 7 — arctan(e)
a droga od dotu
h(b) = — arctan(1) — arctan(1) + arctan(—1) 4 arctan(e) — arctan(1) = —m + arctan(e)

Gdy zmniejszamy epsilon droga od gory daje w granicy wartos¢ m, a od dotu —7. Konstruujac
funkcje pierwotng do § napotykamy wcigz na trudnosci. Uzasadnijmy ostatecznie, ze zrobi¢ sie
tego nie da. Najlatwiej bedzie uzy¢ dwoch uktadéw wspodtrzednych typu biegunowego. Proste
rachunki pokazuja, ze w uktadzie wspétrzednych (r, p) takim, ze r > 01 ¢ €]0, 00, z = r cos ¢,
y = 7 sin @ okreslonym na obszarze R*\{(¢,0),¢ > 0} otrzymujemy 3 = —d¢. Jedna z mozliwych
funkcji pierwotnych (w tym obszarze) to ho(r, ¢) = —¢. Podobny ukltad wspotrzednych mozemy
zada¢ tymi samymi wzorami zastepujac r przez 7 i ¢ przez ¢ w obszarze R?\ {(¢,0),¢ < 0} dla
@ €|—m, 7[. Znowu § = —d@ i jedna z mozliwych funkcji pierwotnych ma postaé hy (7, ) = —@.
Zal6ézmy teraz, ze istnieje funkcja pierwotna f okreslona na catej dziedzinie formy 3. Funkcja ta
moze r6znic si¢ od hg i hy w obszarze ich okreslonosci co najwyzej o stata. Niech wiec f = hg+pq
i f = hy+ 1. Por6wnajmy wartosci funkcji w punktach p = (0,1) i ¢ = (0, —1).

s 3 ™ m
ho(p)—? ho(Q)—ja hi(p) 5 hl(Q)——§
T T
f(p):§+soo:§+sol = @y = 1,
3T T
f(q)=7+<po=—§+901 = 27+ o = 1

Poréwnanie wartosci funkeji f w punktach ¢ i p prowadzi do sprzecznosci. Funkcja f pierwotna
do [ na calej dziedzinie tej formy nie istnieje! Powyzszy przyktad pokazuje tez, ze problem lezy
nie tyle w formie, co w obszarze na ktérym ta form jest okrelona.

Definicja 22 Mowimy, ze rozmaito$é M jest Sciggalna do punktu xo € M jedli istnieje gtadkie
odwzorowanie
H:Mx|[0,1] — M

takie, ze
Vee M H(x,1)=ux, Vee M H(z,0)=x.
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Plaszczyzna R? jest $ciagalna do zera: H(z,y,t) = (tz, ty) (i do kazdego innego punktu), zas R?\
{(0,0)} nie jest Sciagalna do zadnego punktu. Zwiazek istnienia formy pierwotnej z ksztaltem
obszaru wypowiedziany jest w ponizszym twierdzeniu nazywanym Lematem Poincaré:

Twierdzenie 3 Kazda forma zamknieta na rozmaito$ci sciggalnej jest zupetna.

Dowéd: Dowdd przeprowadzimy w dwoch wersjach: we wspoétrzednych na obszarze w R™ oraz
bez uzycia wspotrzednych na powierzchni. Wersja we wspotrzednych ma te zalete, ze daje sie
bezposrednio zastosowaé do rachunkéw zmierzajacych do znalezienia formy pierwotnej. Niech
wiec O bedzie obszarem gwiazdzistym w R™ wzgledem zera. Obszar nazywamy gwiazdzistym
wzgledem punktu xy jesli wraz z punktem x zawiera takze caty odcinek taczacy xy z x. Na
obszarze gwiazdzistym wzgledem zera mozemy uzywacé odwzorowania sciggajacego

F:0,1]x0O3(t,x)—(t-2) €O.
Dla form na [0, 1] x O zdefiniujemy takze odwzorowanie liniowe
K : Q"1([0,1] x 0) — Q~(0O)
wzorami
K(aft,z)dtAd" A---Adz'™) = </01 a(t, x)dt) dA- - Ada't, K(a(t,z)dz A---Adx®+1) = 0
Pokazemy teraz, ze dla dowolnej k-formy a na O zachodzi wzor
dK(F*a) + K(dF*a) = a. (15)

Wzér ten gwarantuje, ze jesli da = 0 (wtedy takze dF*a = 0) to a = d(K(F*«)), czyli forma
zamknieta ma forme pierwotna. Wzoru (15) dowodzimy bezposrednim rachunkiem. Ze wzgledu
na liniowo$¢ wszystkich uzywanych odwzorowan mozemy przeprowadzi¢ rachunek dla formy
postaci o = a(z)dz™ A -+ - A dz'e.
k :
F*(a) = a(ta)thdz™ A+ Ada'™ + > e (= 1) a(te)dt A dz A 1 Ada

m=1

k . 1 i 4
K(F*(a)) =Y (=1)" ta' (/ tkla(tx)dt> dzt A T Ad
m=1 0

nk . 1 . N .
A (F () = 30 3 (—1) i ( / tkla(m)dt) da? Adat A Y Ay
j=1m=1 0
n Kk , 1 Oa , Vi ;
(—1)m et (/ tk,dt> da? Adz A T Azt =
j=1m=1 o 0
1 . . n.k o 1 da . i .
k (/ tkloz(tx)dt> dz A Adatt 4 D (=) et (/ tkajdt> da? Adx" A - Adztn
0 j=1m=1 0 r

(16)
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" da A ,
da = —dz? Adx™ A Ada™
a j;a$] x x x

. n9 . .
dFi*a = F*da = tFH! Z dx] Adx™ A - Adat 4+ tF Z x]a—oi.dt Adz A - Ada 4
= T

n k

> )"tz ng dt A\ dz? A dzA

\/zm

Adz*

j=1 m:l

K(F*da) Z (/ tkdt> dz A -+ Adzt 4
n k _ 1 a( \/1
Z Z (—=1)mztm (/ tka , ) dz? Adz"' A - Ada't o (17)
Jo hel

j=1m=1

Dodajemy wyniki z (16) i (17), czerwone wyrazy sie upraszczaja i otrzymujemy:
dK(F*a) + K(dF*a) =

1 ) ) noo 1 ) )
k (/ t’”a(tx)dt) dz't A Adat 4+ (/ tkc{m,dt> dzt A - Adat =
0 = 0o OxJ
/ Kt la(te +Zxﬂtka dt | dz” A~ Adz™ =
0 oxI

7j=1

a(x)dz™ A--- Ada' (18)

Dowod w wersj z uzyciem wspotrzednych zostal zakonczony. Zanim przejdziemy do do-
wodu bez wspotrzednych potrzebujemy kilku ogdlnych obserwacji. Wezmy odcinek I otwarty,
zawierajacy [0, 1], rozmaito$¢ M i rodzine odwzorowan

iy M — M x I, () = (z,1).

Niech w bedzie jednoforma na M x I. Wiadomo, ze T(M x I) = TM x TI oraz T*(M x I) =
T"M x T*I. Jednoforme w mozna wiec zapisa¢ jako sume

w =+ fdt,

gdzie © to odwzorowanie M x I — T*M zachowujace projekcje na M a f to funkcja na M x I.
Odnotujmy takze, ze

iyw = w(t,-).
Uzasadnimy teraz, ze jesli dw = 0 to ijw — ijw jest zupelna. Rozniczke dw wyrazi¢ mozna za
pomoca roézniczkowania w kierunku M i kierunku I oddzielnie. dw = dyw + d;w = dyw +
d;@ + dp f A dt. Rézniczka dp;@ nie zawiera czynnika dt. Rozniczke d;w interpretowaé¢ mozna
nastepujaco. Skoro w jest odwzorowaniem z M X I w
sT*M zachowujacym rzut na M, to dla ustalonego x € M odwzorowanie t — @(x,t) jest krzywa
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w przestrzeni wektorowej T: M. Wektor styczny do tej krzywej dla kazdej wartosci parametru

moze by¢ interpretowany jako element tej samej przestrzeni wektorowej. Oznaczmy ten wektor
przez %t. Ro6zniczka
ow
dijw=dt A —.
! ot

Zmikanie dw oznacza, ze

Fduf Adt=dyd+ (de—a‘”> Adt

0o

0=dw=dyw+dtA 5

ot

Pierwszy sktadnik nie zawiera dt, wiec znikanie r6zniczki oznacza znikanie kazdego ze sktadni-
kow oddzielnie. W szczegdlnosci

oW
duf=—.
uwf =5
7 definicji calki z funkcji o wartosciach wektorowych mamy, ze
1 oo 1 1
itw(@) = igw(a) = (@, 1) = 5(@,0) = [ Toat = [ (duf)@nd=d([ f(0d0)@)
0 0 0
Oznaczajac
1
g(2) = [ fla,t)at
mamy

iiw(x) — igw(x) = dg(z).

Identyczny rachunek przeprowadzi¢ mozna dla k-formy w.
w=w+dt An,

gdzie © to rodzina k-form na M parametryzowana ¢ a i to podobna rodzina (k — 1)-form.

dw:dM@—th/\%:—dt/\dMn:dM@—{—th(aa(::—dMT]>

oG
do=0 omacza = = dum.

ot
Niech teraz I : QF(M x I) — QF1(M) dane bedzie wzorem

I(w)(z) = /()ln(a:,t)dt.

W szczegdlnosci

[(dw)=/01 (%?—dMn> dt = 01%:?—/Ol(dMn)dt:cb(l,-)—cD(O,-)—d(/Olndt>.

I(dw) +d({(w)) = ijw(z) — igw(x)

Oczywiscie gdy dw = 0 to
iw(x) —ijw(z) = d(I(w)).



Przejdzmy teraz do wlasciwego dowodu lematu. Niech M bedzie rozmaitoscig Sciggalng do
punktu z i niech H bedzie odpowiednim odwzorowaniem $ciggniecia

H:MxI— M.

WezZmy takze zamknieta forme a. Oczywiscie skoro da = 0 to takze dH*a = 0. Zgodnie wiec

powyzszymi rachunkami
iWH*a —ifH a =d(I(H"«)).

Pierwszy ze sktadnikow to
iTHa=(Hoiy)'w = w,

bo H zlozone z i, jest identycznoscia. W drugim sktadniku ztozenie (H oip) jest odwzorowaniem
stalym: (H oig)(z) = zo. Cofniecie formy odwzorowaniem statym jest zerowe, zatem

icH oo = (H 0ip)*w = 0.

Ostatecznie
w=d(I(H*a)).

g

8 Caltkowanie form rézniczkowych

8.1 Orientacja

Moéwimy, ze dwie bazy e i f w skoficzenie-wymiarowej przestrzeni wektorowej V' maja jednakowsa
orientacje jedli macierz przejscia [id]/ ma dodatni wyznacznik. Relacja jednakowej orientacji
jest, jak tatwo sprawdzi¢, relacja rownowaznosci w zbiorze baz. Dzieli ona zbiér baz na dwie
klasy rownowaznosci, ktore nazywamy orientacjami. Moéwimy, ze przestrzen wektorowa jest
zorientowana jesli ma wyrdzniong orientacje. Ze wzgledu na wlasnosci wyznacznika orientacja
bazy e zmienia sie na przeciwng jesli zmienimy znak przy jednym z wektoréw bazowych lub
zamienimy miejscami dwa wektory bazowe. Niektore przestrzenie wektorowe maja kanoniczna
orientacje. W przestrzeni R" kanoniczna jest orientacja, ktérej reprezentantem jest kanoniczna
baza.

Przestrzen styczna do rozmaitosci w punkcie jest skonczenie-wymiarowa przestrzeniag wekto-
rowa, wiec ma dwie mozliwe orientacje. Bedziemy moéwili, ze rozmaitos¢ M jest zorientowana,
jesli przestrzenie styczne we wszytskich punktach maja wybrane orientacje w sposob uzgod-
niony. Oznacza to, ze w dziedzinie kazdej mapy (O, ) orientacje we wszystkich punktach sa
zgodne lub we wszystkich punktach przeciwne niz orientacja zadana przez baze (%, ce %).
Zauwazmy, ze jesli rozmaitos¢ jest zorientowana to mozna na niej wybra¢ atlas zgodny z orien-
tacja. Istotnie, niech (O;, ¢;);cr bedzie dowolnym atlasem na M. Konstruujemy nowy atlas
(U;, 1i)ier W nastepujacy sposéb: Jesli mapa (O;, ¢;) jest zgodna z orientacja pozostawiamy ja
bez zmian ktadac U; = O;, ¥; = ¢;. Jesli baza pochodzaca od mapy (O;, ¢;) ma orientacje
przeciwng ktadziemy U; = O; oraz jedli ¢; = (x!, 2%, ... ") kladziemy +; = (—x!, 2% ... z").
Orientacje¢ na rozmaitosci mozna tez zada¢ wskazujac atlas, w ktorym wyznaczniki wszystkich
macierzy przejscia miedzy pochodzacymi od wspotrzednych bazami przestrzeni stycznych sa
dodatnie.
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Okazuje sie, ze nie na wszystkich rozmaito$ciach da sie wybraé orientacje. Takie, na kto-
rych sie nie da nazywaja sie nieorientowalne. Najbardziej znanym przykitadem rozmaitosci
nieorientowalnej jest wstega Moebiusa. Ten przyktad zostanie przeanalizowny na ¢wiczeniach.
Orientowalne sg wszystkie powierzchnie zanurzone, ktore sa poziomicami odwzorowania spet-
niajacego warunki jak w twierdzeniu o definiowaniu powierzchni zanurzonej. Przyjrzyjmy sie
blizej sytuacji, gdy powierzchnia S jest poziomica funkcji

F:R*" = R.

Jej przestrzen styczna w punkcie jest jadrem pochodnej F’ i jest podprzestrzenia w R™. Ze
wzgledu na istnienie kanonicznego iloczynu skalarnego mozna napisac

R" =T,S @ (gradF(z)).

Ze wzgledu na zalozenia gradF jest nieznikajacym polem wektorowym w punktach S o warto-
sciach w R™. Orientacje powierzchni S mozna wybraé¢ np. w taki sposéb aby w kazdym punkcie
baza (gradF, f), gdzie f jest baza T,S byla zgodna z kanoniczng orientacja R". Latwo spraw-
dzi¢, ze taki spos6b wyboru orientacji jest zgodny.

8.2 Gladki rozklad jednosci

Powierzchnie na ktérych pracujemy sa rozmaitosciami parazwartymi. Oznacza to, ze dla kaz-
dego pokrycia otwartego istnieje drobniejsze od niego pokrycie, ktore jest lokalnie skonczone.
Warunek lokalnej skonczonosci oznacza, ze kazdy punkt rozmaitosci ma otoczenie, ktorego
przeciecia z elementami pokrycia sa niepuste jedynie dla skonczonej liczby elementéw pokrycia.
Sktadowa spdjna rozmaitosci parazwartej ma tez wlasno$é, ktora nazywa si¢ przeliczalnosciq
w nieskonczonosci. Oznacza to, ze istnieje wstepujacy ciag zbioréw zwartych (K;);en taki, ze
KC; C Int(Cj4q) oraz Usen i = M.

Definicja 23 Gladkim rozkladem jednosci na M zwigzanym z atlasem (O, ¢4 )qc 4 Nazywamy
uktad gladkich funkcji a; o nastepujacych wlasnosciach: (1) Vi € I 3a € A suppa; C O, (2)
kazdy punkt p € M ma otoczenie W takie, ze W N supp a; # 0 jedynie dla skoriczonej liczby
funkcji oy, (3) 0< oy < 1,Vp € MY ;crau(p) = 1.

Twierdzenie 4 Na rozmaitosci parazwartej istnieje gladki rozklad jednosci.

Dowdéd: Rozklad jednosci konstruujemy dla kazdej sktadowej spojnej oddzielnie, dlatego za-
tozymy teraz, ze M jest spéjna. W dalszym ciggu B, oznacza¢ bedzie otwarta kule w R™ o
promieniu r. Uzywaé¢ bedziemy B; i Bs. Potrzebna bedzie tez funkcja

1

h:R—R, h<t):eXp<(t_2)(t_1)

) dla t€]1,2[, h(t)=0 w przeciwnym razie.

Definiujemy teraz funkcje f : [0, 0o[— R wzorem



Legend:
xp(1((:2)"(x-1)

Rys. 16: Funkcja h

Funkcja ta jest gtadka, ma warto$¢ 1 dla z € [0,1] oraz 0 dla = € [2, o0].

Jako rozmaitos¢ parazwarta M jest przeliczalna w nieskonczonosci, to znaczy mozna ja wy-
czerpaé zbiorami zwartymi (K;);en 0 tej wlasnosci, ze K; C IntK; 1. Rozpoczynamy od da-
nego pokrycia otwartego {QO;}ic;. Ustalmy na chwile punkt g € M. Istnieje p € N takie, ze

€ K, \ K, istnieje takze i € [ takie, ze ¢ € O,. Bierzemy teraz uktad wspoétrzednych
(Vgs ) W otoczeniu g taki, zeby oq(q) = 0 ¢, (Bs) C Oy, o' (Bs) C Kpio\ Kp-1. Rozwazajac

Rys. 17: Rysunek pomocniczy

odpowiednie uktady wspétrzednych dla wszystkich ¢ € M otrzymujemy atlas (Vg, ©q)genr. W
szczegblnosci zbiory {gp;l(Bl)}qe v stanowia pokrycie otwarte )V rozmaitosci M. Wybierzemy
teraz z niego pokrycie przeliczalne, lokalnie skonczone: V jest takze pokryciem K, mozna wiec
z niego wybraé¢ pokrycie skoficzone. Mamy wiec (q1,...,q;,) punktéw takich, ze {goq_ji (B1)}
stanowia pokrycie K. Zbior Ky \ IntK; tez jest zwarty, wiec ma pokrycie skoniczone wybrane
z V. To daje nam kolejne {gj,11,-..,q;,} punkty, takie, ze {gp;j(Bl)}kgh jest pokryciem K.
Indukcyjnie otrzymujemy (gj,+1,- - -,¢j,,,) pPunktéw definiujacych pokrycie K1, \ K, i takie,
ze {p, ! (B1) }r<jp,. Stanowia pokrycie K, 1. Postepujac w ten spos6b otrzymujemy przeliczalne
pokrycie M zbiorami ¢, !(By). Oczywiicie takze uktad zbioréw U, = ¢, '(Bs) jest pokryciem
M. Wraz z odwzorowaniami ¢, uktad ten tworzy atlas drobniejszy niz wyjsciowe pokrycie (O;).
Latwo tez przekonac sie, ze atlas ten jest lokalnie skonczony. Uzywajac zdefiniowanej wezesniej
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funkcji f definiujemy rodzine funkcji dj wzorem

di(q) = f(l@g.(@)]), jesli g, (q) Iistnieje, w przeciwnym przypadku  d(q) = 0.

Ostatecznie

axlq) = di(q)

> di(q)
jest szukanym rozktadem jedno$ci. Nosnik kazdej z funkeji ov; jest zawarty w ktéryms ze zbioréw
wyjsciowego pokrycia (O;)

Rozktadu jednosci mozna uzy¢ np. do pokazania nastepujacego przydatnego twierdzenia

Twierdzenie 5 Na rozmaitosci orientowalnej wymiaru n istnieje gtadka nieznikajgca n-forma
1 odwrotnie, jesli taka forma istnieje, to rozmaitosé jest orientowalna.

Dowéd: Wezmy lokalnie skonczony atlas na M taki, ze wszystkie zamiany zmiennych maja
dodatni jacobian. Niech («a;);er bedzie rozktadem jednosci zwiazanym z tym atlasem. W kazdej
dziedzinie mapy O; definiujemy forme w; postugujac sie wspéhrzednymi (z} xl):

PRI I

w; = agdx} Adzi A Adal

Forma
w =Y aydr; Adzi A Adaf
iel
ma zadang wlasnos¢, tzn jest nieznikajaca w kazdym punkcie. Istotnie, niech p € M bedzie
dowolne, niech takze {i1,1s,...1%,} bedzie zbiorem indekséw odpowiadajacych tym elementom
atlasu, ktore przecinaja si¢ z otoczeniem WV punktu p. W punkcie p forme w mozna wiec zapisaé
jako
w(p) = Z Q;, (p)da:}k A dxfk A N
k=1
Punkt p wraz z pewnym otoczeniem lezy w dziedzinie kazdej z map z indeksami ze zbioru
{i1,49, ...y}, mozemy wiec wszystkie sktadniki powyzszej sumy zapisa¢ w jednym uktadzie
wspoOtrzednych, na przyktad w (z} xl):

7:17 “e . il
o) = |0 () + 37 0y (p) det ([ o go;]')] dod A da? A A da
k=2

Wszystkie sktadniki powyzszej sumy sa dodatnie, zatem calta suma tez jest dodatnia, w szcze-
gblnosci nie jest réwna zero.

Wykazemy teraz, ze jesli istnieje nieznikajaca n-forma to rozmaitos¢ jest orientowalna. Niech w
bedzie taks forma. WeZzmy takze atlas sktadajacy sie z map o spéjnych dziedzinach. W kazdej
z map forma w moze by¢ zapisana we wspotrzednych jako

f(z)dz! Adz? A - Ada™

Poniewaz dziedzina mapy jest spojna funkcja f, jako niezerowa, ma ustalony znak. Jesli jest to
znak dodatni mape t¢ pozostawiamy bez zmian, jesli zas ujemny mape¢ zmieniamy na przyktad
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zamieniajac pierwsza wspotrzedna na przeciwng. W ten sposoéb tworzymy nowy atlas w kto-
rym wspotezynniki funkeyjne przy wspotrzednosciowych n-formach dla formy w sa dodatnie.
Skadinad wiadomo, ze na przecieciu dwoch map wspotezynniki te r6znia sie o jacobian zamiany
zmiennych. Oznacza to, ze wszystkie te jacobiany sa dodatnie. Poprawiony przez nas atlas jest
zgodny, tzn w szczegdlnosci moze zadawaé orientacje na M.[]

Orientacje na rozmaitosci mozemy wiec zada¢ wskazujac w zgodny sposéb orientacje kazdej
z przestrzeni stycznych, wskazujac zgodny atlas lub wskazujac niezerows forme. Orientacja
zadawana przez forme, to ta orientacja przy ktoérej wspoétezynniki funkcyjne w zapisie formy we
wspoltrzednych sg dodatnie. Formy tego rodzaju nazywa sie czesto formami objetosci.

8.3 Catkowanie form rézniczkowych.

Na analizie zdefiniowano catke Riemanna po nadajacym sie do catkowania obszarze D w R".
Nadajacy sie do catkowania oznaczal mierzalny w sensie Jordana. Catke Riemanna definiuje sie
korzystajac z umiejetnosci liczenia objetosci matych kostek w R"™, wykorzystujac zatem struk-
ture metryczna. Na rozmaitosci nie mamy tej struktury, a proba skorzystania ze wspotrzednych
prowadzi do niepowodzenia. Nie mozemy zdefiniowa¢ calki z funkcji f na rozmaitosci D jako
catki z f op~! po obszarze p(D), nawet zakladajac, ze miesci sie on w dziedzinie jednej mapy,
poniewaz wynik calowania zalezal bedzie od wybranych wspolrzednych. Catka w mapie (O, ¢)

to

fop™,
(D)

za$ catka w mapie (U, 1) to

foy™
¥(D)

Calki te nie sa rowne, gdyz (zgodnie z twierdzeniem o zamianie zmiennych)
[ foet=[  jou|dethow .
»(D) (D)

Do catkowania po obszarze na rozmaitosci potrzebujemy wiec obiektu, ktory transformuje sie ,,z
jacobianem zamiany zmiennych”, czyli n-formy. Przyjrzyjmy sie najpierw uproszczonej sytuacji,
gdy obszar D miesci sie w dziedzinie jednej (a nawet dwoch) map. Niech takze w bedzie n-forma
na M. Jej wyrazenia we wspoirzednych w obu mapach (O, = (z!,...,2")) to

w = a(z)dzt A~ Ada", w = b(y)dy' A--- Ady".
Funkcje a i b zwiazane sg réwnoscig
a(z) = b(¥ o ¢~ (z)) det[p o ']

zatem catki mogg r6zni¢ sie co najwyzej o znak.

b:/ bowop tldet[pop? :i/ a.
/@D(D) @(D) Ve ‘ o ]‘ @(D)

Klopot ze znakiem bierze sie z faktu, ze wyznacznik jacobianu moze by¢ zaréwno dodatni jak
i yjemny. Wyjsciem z tej sytuacji jest zdefiniowanie calki po obszarze zorientowanym. Wybor
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konkretnej orientacji pozwala uzywaé jedynie wspoétrzednych zgodnych z orientacjg. Mozemy
juz zdefiniowaé catke po obszarze D z orientacja ¢ w uproszczonej sytuacji, gdy caly obszar
miesci sie w dziedzinie jednej mapy:

/ w:/ aop w=adz A Ada"
Dy @(D)

gdzie (O, ) jest mapa zgodna z orientacja. Gdy obszar D nie miesci sie¢ w dziedzinie jednej
mapy potrzebujemy rozkladu jednosci. Wezmy lokalnie skonczony atlas (O;, ;)ier zgodny z
orientacja ¢ i rozktad jednosci (oy);e; zwiazany z tym atlasem. W sposéb trywialny prawda jest,

ze
= Z aw(p)
iel
Catke z formy w po obszarze D z orientacja » mozemy teraz zdefiniowa¢ wzorem

Z ~1 ~1
= Oél' (@] (,UZ' (@]
/(Dﬂ) ; /LPi(DﬁOi)< i )( 4 )

i€l
Dla zwartego obszaru D jedynie skonczona liczba sktadnikow jest niezerowa.
Przyktad 17 Obliczy¢ catke z formy w = dy A dz po fragmencie sfery S? dla ktérego z > 0

i z > 0 z orientacja zadana przez baze wektory (2, -2-) pochodzace od sferycznego ukladu
wspotrzednych.

80° dp

Forma w zdefiniowana jest na R3. Zeby ja scalkowaé po S? trzeba ja najpierw obcigé do S2. W
tym celu zapisujemy wlozenie  : S? — R? we wspotrzednych:

k(0, ) = (cos psin @, sin psinf, cos ).
Obciecie formy do sfery realizuje sie jako pull-back za pomocg wtozenia:

K*w = d(sin ¢ sin§) A d(cos ) = (cos ¢ sin fdy + sin ¢ cos dl) A (— sin 0d) =
(cospsinfd) A (—sin 0df) = — cos psin® @ dp A d
Kolejnosé wspétrzednych zgodna z orientacja jest (0, ¢), wiec forme zapisaé nalezy jako
w = —cos psin®f dp A df = cos g sin® 0 do A dyp
Obszar catkowania we wspotrzednych (0, ) to [0, 5] x [=7, 5]. Ostatecznie

™

.2
w = cos p sin 6—/ sin QdG/ cosgodcp—— 2=—
/(D,z) [0,2]x[-Z,Z] z 4 2

8.4 Twierdzenie Stokes’a

W dalszym ciggu E oznaczaé bedzie potprzestrzen w R™, tzn. zbior

E={(z",2% .. .2") e R": 2' <0}
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z topologia indukowana z R™ (zbiory otwarte w E to przeciecia zbioréw otwartych w R™ z FE).
Hipreplaszczyzne {z! = 0} oznaczaé¢ bedziemy I1. Zauwazmy, ze jesli O i U sa otwarte w E oraz
¢ : O — U jest homeomorfizmem, to obciecie ¢onr jest homeomorfizmem ONILi U NIL. Zbior
E stuzy jako ,standardowa” rozmaito$¢ z brzegiem, podobnie jak R™ jest ,standardowg” roz-
maitoscia (bez brzegu). Kazdy kawalek rozmaitosci z brzegiem powinien wygladaé jak kawalek
E. Moze to by¢ kawatek brzegowy, albo kawatek z wnetrza. Do zdefiniowania struktury gtadkiej
rozmaitosci z brzegiem potrzebujemy jeszcze pojecia gtadkosci odwzorowan obszarow, ktorych
przecigcie z 11 jest niepuste. Odwzorowanie ¢ : O — U jest gladkie jesli da si¢ rozszerzy¢ do
gtadkiego odwzorowania ¢ : O—-Uu takiego, ze O,U CR” sg otwarte i O = EN O, U =EnU.
W takim przypadku pjonn tez jest gtadkie.

Definicja 24 Przestrzen topologiczna M jest gladkq rozmaitosciq z brzegiem jesli dla kazdego
q € M istnieja zbiory otwarte ¢ € O C M, U C E i homeomorfizm ¢ : O — U. Jesli ponadto
UNU # D, to odwzorowanie ¢’ o o~ ! jest gtadkie.

oNno -0
I
prop
O/

W rozmaitosci z brzegiem wyrdzniamy punkty wewnetrzne, tzn. takie, ktére maja otoczenia
homeomorficzne z R™ i pozostale, ktére nazywamy brzegowymsi. Zbiér punktéw brzegowych
oznaczamy OM i nazywamy brzegiem rozmaito$ci. Zauwazmy, ze brzeg rozmaitosci z brzegiem
sam jest gtadka rozmaitoscia (bez brzegu, tzn brzeg brzegu jest pusty). Istotnie, jesii (U, @;)ier
jest atlasem na M, to (U; N OM, piju,nom )icr jest atlasem na brzegu.

Fakt 11 Niech M bedzie orientowalng rozmaitoscig z brzegiem. Wtedy OM tez jest orientowal-
na. Jesli M jest zorientowana, to na OM istnieje wyrézniona orientacja.

Dowéd. Wybierzmy jedna z orientacji na M. Niech (O;, ¢;)ie; bedzie atlasem zgodnym z
orientacja. Indukowany atlas na M, ktérego dziedzinami sa zbiory O; N OM jest takze atlasem
zgodnym, tzn. wyznaczniki macierzy przej$cia miedzy wspotrzednymi sg dodatnie. Zauwazmy,
ze jesli p; = (z}, 22, ..., 27) jest ukladem wspoétrzednych z dziedzing O to @; = (22, ..., z1) jest
uktadem wspolrzednych z dziedzing O;NOM. Atlas (O;NOM, ¢;) zadaje indukowana orientacje
brzegu.l]

Jesli orientacje M oznaczymy 1 to orientacje indukowang OM oznaczaé bedziemy 01

Twierdzenie 6 (Sir George G. Stokes) Niech M bedzie zwartq, zorientowang powierzchnig
z brzegiem wymiaru n 1 niech w bedzie n — 1-formaq na M, wowczas

/ dw = / w.
(M) (OM,00)

Zeby uzyskaé¢ wglad w sytuacje zobaczmy najpierw jak wyglada calkowanie po kostce w R™.
Kostka co prawda, nie jest rozmaitoscig z brzegiem z powodu kantéw (brzeg jest jedynie ka-
watkami powierzchnia), jednak z punktu widzenia catkowania kanty nie sa ktopotliwe. Niech D
bedzie n-wymiarows kostka, tzn.

D= [al,bl] X [al,bl] X X [an,bn].
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Rys. 18: Sir George Gabriel Stokes

Brzeg D jest jedynie kawatkami powierzchnia, ale to nie bardzo przeszkadza. (n — 1)-forma w
do catkowania po brzegu D moze zostaé zapisana w nastepujacy sposob:

w=wdr? Adz® A+ Ada" —wodat Adz® A+ Ada" 4+ (=D, dat Ada? A Ada™

Rézniczkujemy:
Owy . Owsy .
dw = de Adz? Adzd A+ Ade —Wda: Adz' Adz? A - Adz™ + -+
(—1)"“2 ——da" Adz' Ada? A AdaT =
aWl 1 n 3 n
Zdrt Ada? AdaP A Adx —i——d Ad? Ada® A Ada™ + -+
ozt 12
%dx Adz? A AdzF P Ade” =
oz
Oor 09 o A e A e A A da
oxl oxm™

Oznaczamy teraz @ orientacje kanoniczna R™ i catkujemy:

dx Adz® A~ Ada" Z/ %de Adz? A Ada” =
D O
bi Qw; .
d 'bezz. / d / l z_
/ v o a; 0:171
b1

> da? - -be“-~~/ dz" ( (xl,...,bi,...a:)—wz(xl,...,ai,...x")):
i=17%1 an

n C(Ji dxl..bezz_ d.%' o / "'beZi"'dJ;n:

;/{$Z=b1}< ) Z .’L'Z_al}
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W powyzszym wzorze {z° = b'} oznacza $ciang kostki dang réwnaniem z' = b’. Rozwazmy wigc
pare Scian z ustalong i-ta wspoéhrzedna. Forma w obcieta do $ciany {a! = 0%}, jest réwna

Wygizyy = (1) w2t .0 caMYdat A AdaT A DT A A daF
a do $ciany {z' = a'}
Wi{zizai} = (=)™ wi(at,. . a2 dat A AdaT A DT A - A daF

Orientacja éciany {z" = b;} indukowana przez orientacj¢ kanoniczna R™ jest to orientacja zgodna

7z
0 0 0 0
(8:61’ T Qi1 Qi ’ 83:’“) (19)

jesli 7 jest nieparzyste a przeciwna gdy 7 parzyste. Odwrotnie jest na Scianie {z° = b; }: orientacja
indukowana jest zgodna z (19) jesli ¢ parzyste i przeciwna jesli ¢ nieparzyste Mozna wiec napisac,
ze

W d.’El"'beZi"'diUn: -1 i-i-l/ W dl’l/\"'beZi"'/\d[Bn
/{x’i:bi}( ) ( ) {xi:bi},az( )

wi)da!t - Peri o dg = (—1 1/ wi)dzt A - PeEt A dg”
/{zi:ai}( ) ( ) ({xi:ai},az)( )

i dalej

(w)dz' - P2 da = (=1 "+1/ (-1 :/ w,
/{xizbi} R TR (' =b}.00)

oy [ e[
/{Zlal}( ) ( ) ({mi:ai}761) ( ) ({xi:ai}7az)

Mozemy zatem kontynuowaé pierwotny rachunek

— w + /f w = w.
; ~/({xibi},81) ; ({zi=a’},0n) (0D,6)

Twierdzenie Stokes’a na kostce zostalo zatem udowodnione. Nieco machajac rekami mozemy
dalej argumentowac nastepujaco: Obszary w R™ bedziej skomplikowane niz kostki mozemy za-
wsze na kostki podzieli¢. Catkowanie po wewnetrznych kostkach, ktére maja przylegajace do
nich inne kostki nie da wktadu, gdyz wktad od kazdej ze $cian zostanie réwnowazony przez
wktad od Sciany sasiedniej kostki z przeciwng orientacja. Niezerowe zostanag jedynie wktady
z brzegéw do ktérych nic nie przylega (Rys 19). Zeby jednak nie opieraé sie jedynie na ma-
chaniu rekami przedstawiamy dowod Twierdzenia Stokes’a dla dowolnej zwartej powierzchni z
brzegiem. Konieczne bedzie uzycie rozktadu jednosci.

Dowéd: Niech M bedzie jak w zalozeniach twierdzenia. WeZzmy skoniczony atlas (O;, ¢;)icr na
M zgodny z orientacja. Zbiér indekséw [ moze by¢ skonczony, gdyz rozmaitos¢ M jest zwarta.
(@i, Pi)ier oznaczaé bedzie odpowiedni atlas na OM. Korzystaé¢ bedziemy takze ze zwiazanego
z pokryciem (O;);es rozktadu jednosci (a;)ier. Zauwazmy najpierw, ze

o = (1) =d (S o) = T o).

i€l i€l
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AT )
/ /
(-
\ (
N

Rys. 19: Twierdzenie Stokes’a

7, drugiej jednak strony
d ((Z Ozi)w> =d)_a) Aw+ O a)dw =0+ (aydw).
i€l iel iel iel
Podsumowujac, skoro zachodzi rownosé form
dw =) d(aw) = (qdw),
icl iel

to zachodzi takze réwnosé calek

I_/Mzdw_/M'LZd lw /MZZOQdW

7,61 ZEI
Zajmiemy si¢ srodkowym wyrazeniem
I= / S d(ow) = 3 /
M) e1 i€l

Kazda z form a;w ma nosnik w O;, podobnie d(o;w), catke mozna wiec zapisaé¢ w i-tym uktadzie

wspotrzednych.
=y /

i€l
a;w jest (n — 1)-forma, wiec ma postaé
ozZu)—ZfZ ) dx A - (beZk)-~~/\dx?.
" 0
d(aw) =Y (=1)*! f; dz; A--- Ada?
= oxh

7 definicji catki z formy otrzymujemy

N n B p_1 0fi U om n a af; Lo
/(Oi,z)d(azw)_/v(oi)z( D &cfdxi daf = > (1) / gkt oA =

=1 ©i(0;) Oy




Korzystamy z twierdzenia Fubiniego

n bk )
_ Z(_l)kfl / dl'l (bez k) _ dz / afz
k=1 D;

Obszar D; oraz granice catkowania a®(x), b¥(x) sa dobrane jak w twierdzeniu Fubiniego, a
zaleznos¢ od x wskazuje na zaleznos¢ granic od punktu w D,;.

= zn:(—l)k’1 /D dal .. .(bezld . dyn (fi(:zzl, W), 2™ = it dR (), ,x”))
k=1 i

Jesli ;(0;) jest otwarty w R™, wtedy wartosci funkeji f; w punktach granicznych sa réwne zero,
gdyz noénik f; zawiera si¢ w ;(O)). Do catki wktad daja wiec tylko te uktady wspotrzednych,
ktére sa brzegowe, tzn ¢;(Oy) N E # (). Taki uktad wspéhrzednych ma szczegblng postaé, tzn.
wyrozniona jest w nim pierwsza wspotrzedna. Wktad do catki daje jedynie sktadnik z k£ = 1,
gdyz w pozostatych punktach granicznych f; takze jest zero. Dla k = 1 granica gérna catkowania
b'(z) = 0. W granicy dolnej takze funkcja f; znika. Calka taka ma postaé

d(ow :/ iO,xQ,...,x"dx2~~dx":/ (0,22, ..., x™)dx? - - - da™.
/OM ( ) %(Oi)ﬂEf( ) @i(@i)f( )

Zgodnie z definicja calki na rozmaitosci

Z/ ..,m”)de---dm”:/ w,
(OM,0n)

el

gdyz (O, ¢;) stanowi atlas na M zgodny z orientacja a obciecie («;) do brzegu jest rozktadem
jednos$ci na brzegu.[J

8.5 Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes’a

W tej czesci zajmiemy sig interpretacja ponizszych wzoréw analizy wektorowej w jezyku Twier-
dzenia Stokes’a.

/S (7i|rot X )do = /8 (E1x)ae (20)
/Ddidev:/GD(mX)da. (21)

Dyskutowaé¢ bedziemy obiekty, ktore zdefniowaé¢ mozna na rozmaitosci M wyposazonej w
strukture metryczna g, tzn. na przestrzeni stycznej w kazdym punkcie dany jest iloczyn skalarny,
czyli forma dwuliniowa, niezdegenerowana, symetryczna i dodatnio okreslona.

Przypomnijmy sobie kilka faktéw algebraicznych. Niech V' bedzie przestrzenia wektorows
skonczenie-wymiarowa a ¢ iloczynem skalarnym okreslonym na tej przestrzeni. Iloczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G:V-=V*, G(v) = g(v,-).

Fakt, ze iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, ze odwzorowanie GG jest samosprzezone.
Fakt, ze iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, ze G jest izomorfizmem liniowym.
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Dodatkowym obiektem zwiazanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g, ktéra stuzy
do definiowania dtugosci wektora:

g(v) = g(v,v), [lv] =+/g(v).

My pracowaé¢ bedziemy géwnie z g 1 G. Jesli w V' wybierzemy baze e = (e, e, ...¢e,) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzezony izomorfizm przedstawi¢ mozemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g].. Dla wygody bedziemy takze uzywaé
oznaczenia G.. Bedziemy takze pomija¢ symbol bazy, jesli bedzie jasne jakiej bazy uzywamy.
Wyrazy macierzowe G;; maja postacé

Gij = g(es, e;).

Zwroémy uwage na potozenie indeksow, ktore, jakkolwiek historyczne, ma jednak uzasadnienie.
Tradycyjnie indeksy przy wspotrzednych wektora piszemy na gérze oraz sumujemy po powta-
rzajacych sie indeksach gérnym i dolnym. W tej sytuaciji, jesli v = v'e; oraz w = w'e; to

g(v,w) = Qijviwj

albo
g(v,w) = ([v]°)" Ge[w”.

Jedli e = (¢',...,&") oznacza baze dualna do e to
G(v) = Gyv'e! e V*.

Zapisaé tez mozna
g=Ge" ®@e.

Zamiana bazy w macierzy formy dwuliniowej odbywa sie wedlug wzoru

gf = QTgeQ7

gdzie () jest macierza odwzorowania identyczno$ciowego na V' zapisanego w bazach f i e,

doktadniej

Zamieniajac baze w macierzy odwzorowania uzywamy macierzy przejscia wzajemnie odwrot-
nych. Tu obktadamy wyjsciowa macierz macierza przejscia i do niej transponowana. Odzwier-
ciedla to charakter macierzy G. Jest to oczywiscie takze kwadratowa tabelka liczb, ale funkcjo-
nujaca inaczej niz zwykta macierz odwzorowania.

Tensor metryczny na rozmaitosci zadaje powyzej opisang strukture punkt po punkcie na
przestrzeniach stycznych i kostycznych. Mamy wiec iloczyn skalarny ¢ na kazdej z przestrzeni
stycznych, mozemy liczy¢ dtugosci wektorow stycznych oraz dysponujemy izomorfizmem samo-
sprzezonym

G:TM — T"M.

[zomorfizm ten pozwala utozsamia¢ wektory z kowektorami, co jest wykorzystywane w teoriach
fizycznych, cho¢ zazwyczaj pomijane milczeniem jako oczywiste. Majac do dyspozycji lokalny
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uktad wspoétrzednych (O, ), ¢ = (z',2% ..., 2") mamy takze w kazdym punkcie baze prze-
strzeni stycznej i przestrzeni kostycznej. Mozemy zatem uzywac¢ macierzy zwigzanej z tensorem
metrycznym. Wyrazy macierzowe G;; sa teraz nie liczbami a funkcjami gtadkimi na M. Zatézmy
teraz, ze rozmaito$¢ M jest orientowalna oraz ze wybrano na niej orientacje 1. Orientowalno$¢
wiaze si¢ z istnieniem nieznikajacych n-form nazywanych formami objetosci. Istnienie tensora
metrycznego i wybranej orientacji pozwala zdefiniowa¢ w kanoniczny sposob forme objetosci
zwigzang z metryka. Jesli uktad wspotrzednych jest zgodny z orientacja, to metryczna forma
objetosci €2 ma postac
Q=+detGdzt Adz? A~ Ada”

Struktura metryczna i orientacja pozwala utozsamiaé¢ pola wektorowe i jednoformy oraz
pola wektorowe i n — 1 formy. Jesli X jest polem wektorowym na M, to G o X jest jednoforma
a ixS) jest (n — 1)-forma.

Gradient: Gradient jest polem wektorowym odpowiadajacym rézniczce funkcji. Jesli f jest
funkcja gtadka na M
grad f = G Lo df.

Definicja ta jest niezalezna od wspotrzednych. Pozwala jednak w tatwy sposéb zapisywaé gra-
dient w dowolnych wspotrzednych bez ucigzliwego zamieniania zmiennych w operatorach réz-
niczkowych. Prawidtowa definicja gradientu pozwala takze odpowiedzie¢ na pytanie, czy dane
pole wektorowe X jest gradientem funkcji, tzn. czy ma potencjat sklarny. Pole majace poten-
cjat skalarny odpowiada jednoformie, ktora jest rézniczka, zatem jej rézniczka musi byé zero.
Warunkiem koniecznym potencjalnosci pola jest wiec, aby

d(Go X) =0.

[stnienie badz nieistnienie potencjatu zalezy juz dalej od ksztattu obszaru, jak w Lemacie Po-
incare.

Rotacja: Na trojwymiarowej zorientowanej rozmaitosci z metryks zdefiniowa¢ mozna rotacje
pola wektorowego (rot A) nastepujacym wzorem

d(G o A) = 1,04 492

Sprawdzmy, ze na R?® z kanonicznym iloczynem skalarnym i kanoniczng orientacja otrzymamy
znane nam juz wzory na rotacje pola wektorowego w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych.

Niech
0 0 0

A=4,214% 142
3x+ y8y+ 0z

Korzystajac z faktu, ze kanoniczne wspétrzedne w R? sg ortonormalne otrzymujemy

GoA=Aydr + A,dy + A.dz.

Po zr6zniczkowaniu otrzymujemy

0A 0 0A 0A 0 5}
d A)=""d ud —YdrAdy+ -2 “dxAd “dyAdz =
(GoA) o yAdr+ 5 dzAdz+ e rAdy+ 5 dzAdy+ e rAdz+ oy yANdz
04, 0A4A, 0A, 04, 0A, 0A,
<8x — 8y)dx/\dy—i—(ay _8z>dy/\dz+<8z —ax>dz/\dx
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Oznaczmy teraz B = rot A. Forma objetosci w kanonicznych wspotrzednych to 2 = dzAdyAdz.
Mamy zatem
1880 = B,dy Ndz + B,dz Adv + B.dx Ady

i z poréwnania obu wzoréw otrzymujemy

ot A — 0A, 04, 2_‘_ 0A,  0A, g+ 04, 0A,\ 0
e oy 0z ) Ox 0z oxr ) Oy ox oy ) 0z

co zgadza sie z tradycyjnym wzorem na rotacje. Zaletg naszej definicji jest, ze mozemy teraz za-
pisac¢ rotacje w dowolnym uktadzie wspétrzednych nie dokonujac uciazliwej zamiany zmiennych.

Fakt 12
rot grad f = 0.

Dowéd:
ot grad 12 = d(Gograd f) =d(Go G odf) =ddf = 0.
Zwezenie w formag objetosci jest rowne zero jedynie dla pola zerowego, zatem istotnie
rotgrad f =0. O
Powyzszy fakt wskazuje, ze jedna z metod sprawdzania potencjalnosci pola jest obliczenie jego
rotacji. Fakt, iz rotacja gradientu znika, wynika ze znikania drugiej rézniczki.

Dywergencja: Na metrycznej orientowalnej rozmaitosci dowolnego wymiaru zdefiniowa¢ moz-
na dywergencje¢ pola wektorowego wzorem

(div X)Q2 = d(2x92).

Dywergencja nie zalezy od orientacji wzgledem ktorej wybrana jest forma objetosci €2, gdyz
pojawia si¢ ona po obydwu stronach réwnania. Ewentualna zmiana znaku odbywa si¢ jedno-
czesnie po obu stronach rownania. W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych tatwo jest wypisac
dywergencje:

d(1xQ) = d(X,dy Adz + X, dz Adz + X, dz Ady) =

x

ox

X,
0z
<8XI N 0X, N 0X,

Ox oy 0z

X
dx/\dy/\dz—i—aa Ydy Adz Adx +
Y

dz Adz ANdy =

>dx/\dy/\dz,

Zatem 0X, 0X, 0X
divX = =2 Y z
v ox + dy + 0z

Takze i w tym przypadku bardzo tatwo jest wypisa¢ dywergencje w innym uktadzie wspotrzed-
nych korzystajac z definicji a nie z procedury zamiany zmiennych.

Fakt 13
divrot X =0
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Dowédd:
(divrot X)Q = d(40, x2) = d(dG o X)) =0

g

Analizujac wzory uzywaé (20, 21) powinnismy raczej pojecia gestosci, ktéra odpowiada tra-
dycyjnemu ”elementowi objetosci” dv, ,elementowi powierzchni” do czy ,elementowi dtugosci”
dl. Nie dyskutowalismy jednak form nieparzystych oraz gestosci, dlatego postuzymy sie dotych-
czas wprowadzonym jezykiem. Na potrzeby wzoru (20) zalozy¢ trzeba, ze S jest dwuwymiarowa
zwarta powierzchnig z brzegiem zanurzong w tréjwymiarowej zorientowanej rozmaitosci M z
metryka. Na potrzeby wzoru (21) zalozy¢ nalezy, ze D jest n-wymiarowa zwarta rozmaitoscia
z brzegiem zanurzong w n-wymiarowej zorientowanej rozmaitosci M. Zajmiemy si¢ najpierw
wzorem (21). W naszym jezyku ,element objetosci” to forma objetosci zgodna z orientacja i
zwigzana z metryka, zatem napisa¢ mozemy

/didev:/ (div X)Q =
D (D)

i dalej idzie samo

= [ dox) = [ 0=
(D) (0D,dn)

Korzystajac z uktadéw wspotrzednych typu opisanego w definicji rozmaitosci z brzegiem oraz
ze stosownego rozktadu jednosci napisa¢ mozna cigg dalszy rachunku w postaci

_Z/ \JdetG; da? A -+ A dal
'L}+

el

W powyzszym wzorze catkujemy po dziedzinie ukladu wspoétrzednych @; = (z? , T

s, ...,x) na
brzegu z orientacja zgodna z kolejnoscia wspotrzednych (z2,...,2™). X} jest pierwsza wspol-
rzedng pola wektorowego w uktadzie wspohrzednych ¢ = (z},2?,...,27) za$ G; to macierz
iloczynu skalarnego wyrazona w bazie zwigzanej z uktadem wspotrzednych. Po prawej stronie
réwnosci (2) do odpowiada formie objetosci na brzegu zapisanej dla metryki g obcietej do brze-
gu. W uktadzie wspotrzednych ¢ forma ta ma posta¢ v/det S;dz? A --- A dz?. Macierz S; jest
podmacierzg macierzy G; odpowiadajaca wspotrzednym od 2 wzwyz, tzn

G| G2 -+ Gu
G2

G =
: Sz
gln
Poszukajmy teraz wektora normalnego do powierzchni 0D skierowanego ,na zewnatrz”. Niech
il = o'0;. Pomijaé¢ bedziemy indeks numerujacy uktady wspotrzednych. Warunek ,skierowania
na zewnatrz” oznacza, ze o' > 0. Wektor 7 ma by¢ prostopadly do 9; dla j > 1, czyli

Jednocze$nie wektor 7 ma by¢ dtugosci 1, czyli

1 =yg(i,n) = gijOéiOéj = Z(Z gz’jaiaj) = Zgﬂaial- (23)
i i
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Wyrazenia (22) 1 (23) mozna razem zapisa¢ macierzowo

G Gi2 - G o 1/041
Pl | B 21
gnl gn2 gnn o 0

Macierz G jest odwracalna. Wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej oznaczamy tradycyjnie
G¥. Uzywajac macierzy odwrotnej rozwigzemy réwnanie (30).

al = gljcsjl»/al — ol =G
of =Gkl o = o =G VGH, j>1
Obliczmy teraz g(1, X)
g(ﬁ, X) = gijain = gil@in = gﬂgil/\/ﬁXl = Xl/\/@.
Po prawej stronie wzoru (21) we wspéhrzednych mamy wiec

/(@ )(Xl/vg”)vdetdeQ/\---/\dx". (25)
+

Potrzebujemy zwiazek miedzy detG a detS. W tym celu rozwazmy przejscie od bazy e =
(01,0, ...,0,) do bazy f = (7,0s,...,0,). Macierz przejscia [id|} ma postac

at 00 - 0
> 1 0 - 0
e 3
[id)5 = | @ O 1 0
L a" 0 0 1]
Macierz iloczynu skalarnego w bazie f to
1 ‘ 0 --- 0
0
: S ’
0
a operacja zmiany bazy daje
10 o1 [ 00 01" [a' 00 0]
0 a? 1 0 0 a? 10 0
—|la® 01 0| g|o® 01 0
: )
0
o™ 0 0 I L a"” 00 I

Liczymy wyznacznik



i pierwiastek

Vdet S = a'vdet G

ale o' = /G, zatem
VdetS = vVG1y/det G

Po podstawieniu powyzszego zwiazku do (25) prawa strona (21) przyjmuje postaé
/(~ (X' /VGI)Wdet Sdz? A - - Ada" =
O,4)
/~ (X' /VGI)VGIVAet Gda? A -+ - Ada” =
(O+)

/~ X'Wdet Gda? A - - -
O.4)

i jest rowna lewej stronie.

Zajmiemy sie teraz wzorem (20). Analizujac (21) ustaliliSmy, ze calka

/(ﬁ\X)daz/ 1x €.
oD oD

Skorzystamy z tego przeksztalcajac lewa strone (20):

/(ﬁ|rotX)d0:/zrotXQ:/d(GoX): GoX.
s s s a5

Zapiszmy teraz forme pod calka w uktadzie wspoétrzednych
G oX = g”del’J

Jesli

I>r— (xl(r),x2(r),x3(r)) € 0S
jest parametryzacjg brzegu 0S5 to
GoX = / ()X ()il d
/as o Igj(r) (r)a’dr

Jednostkowy wektor styczny to
1

=L g
lor]

natomiast
0, = &0y + 220, + 3305,

lloczyn skalarny pod catka mozna zapisac¢ jako
ginij:j = g(X> 87“) = g(XaﬂHaTH

Jedli wezmiemy pod uwage, ze
dt = ||0,||dr

rachunek (26) mozna kontynuowaé

| Gox = [g,xiirar = [(xpllolier [ (x|

61

A dx™

(26)



8.6 Wieloformy, wielowektory, Gwiazdka Hodge’a

Material zawarty w tym podrozdziale oméwiony zostanie na ¢wiczeniach.

W bardzo podobny sposéb do tego, w jaki definiowaliémy wieloformy na przestrzeni wekto-
rowej, zdefiniowa¢ mozna wielowektory. Skorzystamy tu z prawdziwego dla skoniczenie-wymia-
rowych przestrzeni wektorowych faktu iz (V*)* jest kanonicznie izomorficzna z V. Mozemy
zamienié¢ rolami V' i V* traktujac V jako zbiér funkcji liniowych na V* i rozwazaé takze zbior
funkcji wieloliniowych antysymetrycznych na V*, czyli A* V. Swéj odpowiednik wektorowy ma
tez konstrukcja iloczynu zewnetrznego. W jezyku tensorowym mamy

VAW =wQRQuwW—wRU

oraz
(AN WARREAN /A Z SgN 0V (1) & Vg(2) @+ + + @ Vg (k)-

ogES),

Poniewaz (V @ V)* ~ V* ® V* mozemy obliczy¢ a A  na v A w:

(aANBvAw) =(@@F-FRa,vR@w—wRV) =
a(v)B(w) — a(w)B(v) — Bv)a(w) + Bw)a(v) = 2[a(v)B(w) — alw)B(v)]
i ogblnie
(@' Na? A AP v Ava A Awg) = KDY sgnoal (voay) - oF (V)

oESE

Oznacza to, ze jesli e i € sa para baz dualnych w V' i V* to uktady e;, Aej, A - -Ae;, , €1 AE2A- - - Ak
dlaiy <19 < --+ < g, j1 < Jo < --- < ji nie sg para baz dualnych. Gdzies trzeba podzieli¢ przez
k!. Majac iloczyn skalarny g na V' mozemy utozsamia¢ wektory z kowektorami przy pomocy
izomorfizmu G. Iloczyn skalarny mozemy wprowadzi¢ takze na V*:

g(v,w) = (v|w) = (G(v),w) = Gyv'v!  gla, B) = (a]B) = (@, G7(B)) = G af3;

Zgodnie z konwencjy, GY to wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej do G. Izomorfizmy G i
G~! mozemy rozszerzyé¢ na dowolne iloczyny tensorowe. Na przyktad jesli a ® 3 € V* @ V* to
G Ha®p) =G a)@GY(B) € V®V. Zakladajac, ze rozszerzenie jest liniowe otrzymujemy

-1 - g i i 1171 (127 )
G (Qilig---@kfl®€2®"‘®5k):@iliggljlng"'gk]ke]’l®€jz®"'®ejk'

Korzystajac z rozszerzenia G i G~ definiujemy iloczyn skalarny na przestrzeni k-form AF V*
wzorem

(@ AQ2A- - AOF | BEAGEA- - A ) = ;(Gl(al)/\Gl(aQ)/\- CAGYa), BEABEA- AR,

na dowolne wieloformy (niekoniecznie proste) rozszerzamy poprzez warunek liniowosci.

Gwiazdka Hodge’a: Na rozmaitosci M z metryka g mamy iloczyn skalarny na kazdej prze-
strzeni stycznej, zatem wszystko o czym byla mowa prawdziwe jest punkt po punkcie. Jesli
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dodatkowo rozmaitos$é jest zorientowana i w zwiazku z tym wyposazona w kanoniczna forme
objetosci zdefiniowa¢ mozna przydatne odwzorowanie

s QF (M) — Q" F(M)

wzorem 1

Q= EZGfl(a)gl

Mamy tu do czynienia z pewng kolizjg oznaczen: QF oznacza zbiér k-form ma M i jednoczesénie
Q) jest formg objetosci. Myéle jednak, ze damy rade odrézniac¢ o ktéra ,,omege” kiedy chodzi.
SprawdZzmy najpierw jak nasza definicja dziata w praktyce. Zaczniemy od najprostszego przy-
padku: M = R3, orientacja kanoniczna, iloczyn skalarny kanoniczny, G = 1, Q = dz! Adz? Ada®.

sdar! = 1g-1(g,1)dzt A da? A da? =19, dat A dae® Ada® = da? Ada?
*dz? = 1g-1(gz2)dzt A da® Ada® =19,dat Ada? Ada® = —da! A da?
xda? = ZG—I(dIS)dxl Adz? Ada? = ag,dat Ada? Ada® = dzt A da?

#(dzt A da?) = Sig-1(dpindeydzt A dz? Ada® =19, 09,d2t Adz? Ada® = 5 -2 - da?

Popatrzmy teraz na rachunki w uktadzie sferycznym:

1 0 0
Q:r2sin19dr/\d19/\d<p, G=10 r? 0
0 0 7r2sin?¢

*dr =15 Q = r?sind dd A dyp
*d) = Z}Q&Q = 519,02 = —sinddr Ady

_ 1 _ 1
*ng o ml%g - sinﬁd,r A dv

xdr A dd = %%Z&/\%Q = sin ddyp

T

Zauwazmy, ze

1
% drt = xdz? A dz® = da’, **dr/\dg0:>k<—,d19>:dr/\d<,0
sin ¥

7Z drugiej strony na R?
1

xdr! = dz?,  xdz? = —d2!, *xdz! = xdz? = —dzt.

Wydaje sie wiec, ze ztozenie *xx jest réwne identycznosci z doktadnoscia do znaku. Znak ten
musi mie¢ co$ wspolnego z rzedem formy i wymiarem przestrzeni.

Fakt 14 Zachodzq nastepujgce rownosct
1. x1 =0
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2. xQ =1
8 xxa=(—1)"Ra acQF(M)
boansG=(a®)Q a.p k()

Dowdéd: Zauwazmy, ze * jest operacja punktows, zatem mozna wybra¢ wygodny uktad wspot-
rzednych. W tym przypadku jest to taki uktad wspotrzednych, dla ktérego w ustalonym punkcie
baza (01,0s, . ..,0,) jest ortonormalna. Pracowaé bedziemy w takim uktadzie wspétrzednych.
Wtedy G~!(dz") = 0;. Zaczynamy od dowodu punktu (3). Kazda k-forma jest kombinacja li-
niowg form bazowych dz™* Adz® A - - - Ada®™ z funkcyjnymi wspotczynnikami. x jest liniowa nad
funkcjami, wiec mozna sprawdzi¢ tylko na formach bazowych. Zalézmy, ze i1 < 1o < --- < 4y

) . . 1 ) . )
xdz Adz? A--- Ada't = HZaﬁx\a@A.‘.A&kdxl A Ada" =sgnodx™tt Adz 2 A - Ada™,
gdzie i1 < igyo < --- <1, oraz o jest permutacja

(1 2 ok k41 - n)
g = .. . . .

R s T 7}

Aplikujemy * drugi raz

s xdz Adz2 Ao Ada™ = ssgnodz Adz2 A Ade't =
sgnosgn pdz™ Adz? A - Ada

Permutacja p ma postac

< 1 2 - n—k n—k+1 --- n)

U1 kg2 " in 1 e

Pozostaje do obliczenia sgn o sgn p: Pamietajac, ze znak jest homomorfizmem grupy permutacji
w grupe {—1, 1} z mnozeniem zauwazamy, ze

Sgn o sgn p = sgn psgn o = sgn p sgn ol = sgn(po a’l)

Ostatnie zlozenie jest permutacja

3 i i R P T eeom
pOO'lz -1 '2 k:n k-n-l—l ' ’
U1 k42 In 1 E 7

ktoérej znak jest réwny (—1)%"=*) Dla dowodu punktu (2) zauwazmy, ze G~1(Q) = 9y A O A

-+ o A Oy, dalej

1 1
*Q:—‘z(al/\ﬁg/\/\ﬁn)ﬁz—'n'zl
n: n.

Punkt (1) wynika z (3) i (2), a wlasciwie jest jedyna sensowna definicja gwiazdki zero-formy,
ktéra pasuje do pozostatych wzoréw. W punkcie (4) zauwazmy, ze obie strony sa dwuliniowe,
mozna wiec sprawdza¢ na formach bazowych. Niech wiec o = dat Adz2 A -+ Ada'* i 3 =
dat Adz?2 A- - - Ada?%. Forma *[3 jest, z doktadnoscig do znaku, iloczynem zewnetrznym rézniczek
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dadert Adak+2 A- - Adadn | gdzie {1, Jo, - - s Tk Jhats - - -5 dnt = {1,2,...,n}. W tej sytuacji aAxf3
jest r6zna od zera jedynie gdy {iy,...,ix} = {j1,...,jr}. Jesli dodatkowo zalozymy naturalne
uporzadkowanie indekséw oznacza to, ze i = jy dlal =1,...,k and o = . Podobnie («| )
jest rézna od zera jedynie gdy a = 3, gdyz

(a|p) = kl!lailA---/\@ik da/t Adx?2 A - A dad®
Ostatecznie, gdy o = 3 prawa strona to
(] )2 =Q
a lewa
a A xa = sgnodz™ Adr A Ada' Ada' Ada'2 A Ada' = (sgn o).

Dla porzadku zapiszmy, ze o jet permutacja

(1 2 -k k41 .- n)
g = . . . . .

11 19 - 7 ik‘—i—l Un

O

9 Roézniczkowanie pdl i form

9.1 Pochodna Liego

Zanim przejdziemy do wtasciwej czesci wyktadu wypada wspomnieé¢ osobe, kora uzyczyta na-
zwiska badanemu dzi§ przez nas pojeciu. Marius Sophus Lie (17.12.1842 - 18.02.1899) byt
matematykiem norweskim. Jego badania i osiagniecia stanowia podstawe dzisiejszej geometrii
rozniczkowej. Sophus Lie zajmowal sie miedzy innymi badaniem réwnan rozniczkowych zwy-
czajnych i czastkowych. Studiowanie struktury, a zwlaszcza symetrii rownan rézniczkowych
dato poczatek miedzy innymi teorii grup i algebr Liego.

W geometrii rozniczkowej interesuje nas czesto jak dane pole tensorowe zmienia sie od punk-
tu do punktu na rozmaitosci. A wlasciwie czesciej chodzi o to, czy sa jakies kierunki w ktorych
sie nie zmienia. Tu jednak napotykamy na pierwsza pojeciowa trudnosé: zazwyczaj nie wiado-
mo jak poréwnywaé rozmaite pola (pola wektorowe, formy rézniczkowe...) miedzy punktami
na rozmaitosci. Mozemy poréwnywaé wartosci funkcji w réznych punktach, ale nie mozemy
poréwnywaé wartosci pola wektorowego w réznych punktach. Wiadomo co to znaczy ,funkcja
f jest stala na M7, ale nie wiadomo co to jest state pole wektorowe. Na przyktad na sferze
dwuwymiarowej we wspotrzednych (1, ¢) pole wektorowe X = 0, bylibySmy by¢ moze sktonni
uznaé za state, ale to samo pole wektorowe we wspoélrzednych stereograficznych wyglada juz
zupenie inaczej 0, = —x0, +y0, i pomyst z nazwaniem go stalym polem wydaje si¢ cokolwiek
dziwny. Roznica polega na tym, ze wiazka M x R — M, ktérej cigciem jest funkcja jest try-
wialna i wartosci funkeji w roznych punktach naleza do tej samej przestrzeni. Wiazka, ktorej
cieciem jest pole wektorowe 7y, : TM — M juz trywialna nie jest: wartosci w réznych punk-
tach naleza do réznych przestrzeni stycznych. Przestrzenie te s co prawda izomorficzne, ale nie
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Rys. 20: Marius Sophus Lie

kanonicznie. Zeby poréwnywaé wartosci pola wektorowego w réznych punktach potrzebujemy
albo dodatkowej struktury (ktéra nazywa sie, zgodnie z tym do czego stuzy, powigzaniem lub z
taciny koneksjg) albo jakiej$ metody na sprowadzanie wartosci z otoczenia do jednego punktu.
Dzisiaj bedziemy mowili raczej o tym drugim sposobie. Do sprowadzania wartosci pol wektoro-
wych albo kowektorowych do jednego punktu postuzy nam potok pola wektorowego. Cata wiec
operacja badania zmiennosci roznych pol tensorowych, czyli obliczania pochodnych tych pél,
odbywag¢ sie bedzie wzdtuz ustalonego pola wektorowego.

Podstawowym pojeciem potrzebnym do zdefiniowania pochodnej Liego jest potok pola wek-
torowego. Odwzorowanie rézniczkowalne ¢ : R x M — M nazywamy grupq dyfeomorfizmow,
jezeli spetnione sa dwa warunki

L.Vge M ¢(0,q) =q,
2. Vge M,s,t,e R ¢(s+t,q) = ¢(s, ¢t q)).

Bedziemy uzywaé takze oznaczenia ¢, dla odwzorowania ¢ — ¢(t,q). Powyzsze warunki ozna-
czaja, ze wo = id pr, @ © s = Yirs. 4 warunku drugiego wynika, ze kazde odwzorowanie
jest dyfeomorfizmem, gdyz odwrotne istnieje (jest réwne ¢_;) 1 jako odwzorowanie z tej samej
rodziny jest rézniczkowalne. Grupa dyfeomorfizmoéow definiuje pole wektorowe na M wzorem

X*(q) o(t,q).

 dtj=o

Ze wzgledu na warunek (2) pole to jest niezmiennicze ze wzgledu na ;. Istotnie, wektor
Tpi(X(q)) jest wektorem stycznym do krzywej s — ¢i(05(q)) = wirs(q) = @s(pi(q)) =
X ((q)). W kontekscie catkowania p6l wektorowych méwimy zazwyczaj o lokalnej grupie dy-
feomorfizmow. Jest to odwzorowanie ¢ : 2 — M, gdzie €2 jest otwartym podzbiorem w R x M
zawierajacym podzbior {0} x M. Warunek (1) pozostaje bez zmian, a warunek (2) ma by¢
speliony jesli tylko (t,q), (s,¢(t,q)) i (s +t,q) sa elementami Q. Oczywiscie lokalna grupa
dyfeomorfizméw takze definiuje pole wektorowe: zeby mie¢ wektor styczny wystarczy ,krociut-
ka” krzywa z parametrem w otoczeniu zera. Okazuje sie, ze jest tez odwrotnie, tzn. kazde pole
wektorowe definiuje lokalna grupe dyfeomorfizmow:
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Twierdzenie 7 Gladkie pole wektorowe X na M definiuje lokalng jednoparametrowq grupe
dyfeomorfizméw ¢~ takq, Ze
d

= E‘t:(ﬁ"x(t’ q). (27)

X(q)
Dowéd: Dowdd oparty jest na twierdzeniu Cauchy’ego o istnieniu i jednoznacznosci wraz z
twierdzeniem o zaleznosci rozwiazania od warunkéw poczatkowych. W uktadzie wspétrzednych
nasze réwnanie rézniczkowe ma postac

_ dz?
Cdt

Jest to uktad réwnan rézniczkowych na R™. Z Twierdzenia Cauchy’ego wynika zatem istnienie
krzywej catkowej t +— ¢;(q) okreslonej na pewnym otoczeniu I zera w R z warunkiem po-
czatkowym ¢o(q) = q. Z jednoznacznosci rozwiazania wynika takze, ze jesli tylko wszystkie
napisy maja sens to ¢;(¢s(q)) = ¢irs(q). Z twierdzenia o zaleznosci rozwiazania od warun-
kéw poczatkowych wynika, ze dla kazdego punktu ¢ € M istnieje otoczenie O, C M oraz
odcinek zawierajacy I, C R zawierajacy 0 taki, Ze rozwigzanie z warunkiem poczatkowym
(s,p) € I, x O, istnieje dla czasu z odcinka [s — €, s+ €] oraz € jest niezalezny od (s, p). Oznacza
to, ze €2 na ktorym okreslona jest jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw moze byé¢ wziete
jako Q = U,en(Iq x Of).

Niech teraz X bedzie polem wektorowym, a ¢ odpowiadajacg mu lokalng grupa dyfeomor-
fizmow. Dyfeomorfizmy ¢; beda stuzyty do przenoszenia wartosci pél tensorowych z otoczenia
punktu ¢ € M do punktu ¢q. Przyjrzyjmy sie sytuacji dla pola kowektorowego czyli dla jedno-
formy. Niech wiec a € Q'(M) bedzie jednoforma. Ustalmy ¢ € M i rozwazmy krzywa

X'(a(1))

t— (pia)(q).

Jest to krzywa, ktérej wartosci leza w przestrzeni wektorowej T; M. Wektor styczny do krzywej
w przestrzeni wektorowej moze by¢ identyfikowany z elementem tej samej przestrzeni. Mozna
go takze znalez¢ korzystajac z tradycyjnego wzoru przypominajacego ,granice ilorazu réznico-
wego”. Mamy wiec definicje

Definicja 25 .
(Lxa)(q) = lim — ((¢;)(q) — a(q))

t—0 ¢t

7 definicji wynika, ze pochodna Liego jest liniowa ze wzgledu na dodawanie form oraz mnozenie
form przez liczby. Nie jest jednak liniowa ze wzgledu na mnozenie przez funkcje. Definicja jest
niestety mato praktyczna. Sprébujmy znalezé jakis wygodny wzor na pochodng Liego jedno-
formy. Skorzystamy ze wzoru na rézniczke jednoformy zwanego wzorem Tulczyjewa. Wezmy
dwa wektory v,w € T,M i odwzorowanie x : R? — M takie, ze x(0,0) = ¢, v jest wektorem
stycznym do krzywej t — x(t,0) i w jest wektorem stycznym do krzywej s — x(0, s). Wartosé
rozniczki formy a na wektorach v i w mozemy obliczy¢ wedtug wzoru

d

(alx(t,0),t*Vx(t,0)) = —  {a(x(0,5)), t"Vx(0,5)).

dav, w) = ds|s=0

dt =0

W powyzszym wzorze wektor tVy(¢,0) oznacza wektor styczny do krzywej s — x(t,5) w
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Rys. 21: Ilustracja do wzoru Tuczyjewa

s = 0, czyli zaczepiony w punkcie x(¢,0). Podobnie wektor t1%y/(0, s) oznacza wektor styczny
do krzywej t — x(t,s) w t = 0, czyli zaczepiony w punkcie x(0, s). W ukladzie wspotrzednych
powyzsze rachunki wygladatyby tak:

a=q;(z)da’, v=2'0; w=wd; x(st)=(2"(q)+v't+w's),
tODx(t,0) = (2'(q) + v't,w’),  tHOx(0,5) = (2'(q) + w's,v"),

i (e @)+ o) -

Niezaleznos$¢ wyniku od wyboru odwzorowania x wynika z symetrii drugich pochodnych czast-
kowych. Istrotnie, w uktadzie wspotrzednych odwzorowanie x dane jest przez uktad gladkich
funkcji dwoch zmiennych x(t, s) = (x'(t, s)). Wzér Tulezyjewa przyjmuje wigc postaé

. (9061' P 8042- -
(al( “(q) +w s)v’) = axjv]w - %uﬂv

da(v,w) = 45 o0

datv.u) =g (ot GE o) - L (at0.9% 0) -

B &n:o d3|5:0
ooy ox" oy’ 9%y’
O (0,002 0,0) 20,0 + (1 (0,0) 5 X (0.0)+
oy ox* oy’ 0%y

70,0 0,0 0,0) + o 0,0 0,0
axk(x ( ’ )) 0s ( ) ot ( ) i ( ( >)050 ( )
Fragmenty zaznaczone na czerwono upraszczaja si¢, natomiast

i i X" _ ok an g

Wréémy teraz do pochodnej Liego formy «. Wiadomo, ze Lxa ma by¢ jednoformg — dowie-
my sie jaka to jest jednoforma, jesli bedziemy wiedzieli jak ona dziata na wektor styczny v.
Wezmy wiec ustalony (ale dowolny) wektor v € T,M oraz jakas krzywa s — ~(s), ktora ten
wektor reprezentuje. Uzywajac wzoru Tulezyjewa obliczymy da(X(g),v) przyjmujac jako y
odwzorowanie x(t,s) = p;(7(s)). W tej sytuacji

tOUX(10) = Te(v),  t49x(0.5) = X(y(s))

Wstawiamy powyzsze informacje do wzoru Tulczyjewa
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—~~ [
%X(ﬁ) %:@J

Rys. 22: Odwzorowanie x(t,s) = ¢i(v(s))

da(X(q), v) = (jdtt:0<06(90t(Q>>aT80t(U)> — ;9|s:0<oz(7(5))7)((7(5)> _
jtt0<(90;;Oé)(q)’v> — (d(e(X)a)(q),v)

Pierwszy ze sktadnikow to wtasnie warto$¢ L£xa na wektorze v. OtrzymaliSmy zatem réwnosé

da(X(q),v) = ((Lxa)(g),v) — (d((X)a)(q),v)

Biorac pod uwage, ze punkt ¢ i wektor styczny v byty wybrane dowolnie otrzymujemy rownosé

Lxa =1(X)da + di(X)a.

Wréémy teraz na chwile do wzoru Tulczyjewa. Przypomina on nieco inny wzoér (Cartana) na
rozniczke formy obliczong na dwoch polach wektorowych. Dla jednoformy przyjmuje on postac

da(X,Y) = Xa(Y) - Ya(X) + o([X,Y]).

Pierwszy i drugi sktadnik tego wzoru mozemy wyznaczy¢ postugujac sie odpowiednio dobranym

odwzorowaniem podobnym do x. Oznaczymy przez ¢, potok pola X, za$ przez 1 potok pola
Y. Na przyktad Xa(Y) to

Ya(Y) = jt<a<¢t<q>>, Tou(Y (9)))

Wektor Ty, (Y (q)) to t@Vx(¢,0) dla odwzorowania x(t,s) = ¢;(1s(q)). Sktadnik Yo (X) to

Ya(X) = o (at(a), Te(X (@)

Wektor Tt,(X(q)) to t19%(0,s) dla odwzorowania X(t,5) = ¥s(¢i(q))). Odwzorowania x i
X nie zazwyczaj pokrywaja sie. Konkretny przyktad zobacza panstwo na ¢wiczeniach. Miara
braku zgodnosci jest wlasnie [ X, Y], ktory jako poprawka pojawia sie w trzeciej czesci wzoru.

Kolejnym zadaniem bedzie znalezienie pochodnej Liego funkcji na rozmaitosci f. Definicja
formalna jest bardzo podobna jak dla jednoformy:

(CxF)(g) = lim > (F(onla)) — F(a))

t—0 ¢
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Jest do$¢ oczywiste, ze

Lxf=X[=df(X)=uX)df
Sprawdzimy teraz jak pochodna Liego dziata na iloczyn fa. lloczyn funkeji i jednoformy to tez
jednoforma, wiec mozemy uzy¢ $wiezo wyprowadzonego wzoru:

Lx(fa)=1X)d(fa)+ du(X)(fa)=o(X)(df Aa+ fda)+d(fe(X)a) =
(W(X)df)a—((X)a)df + fo(X)da +1(X)a)df + fd(x(X)a) =
(Lxfla+ f(X)da+de(X)a)) = (Lxfla+ fLxx

Uzyskaliémy co$ w rodzaju reguty Leibniza:

ﬁx(fa) = (ﬁxf)Oé -+ fﬁxa.

Pora rozszerzy¢ pojecie pochodnej Liego na wieloformy. Formalnie definicja wyglada identycz-
nie.

Definicja 26 Pochodng Liego k-formy w w kierunki pola X nazywamy k-forme, ktorej wartosé
w punkcie q¢ dana jest wzorem

(Lxw)(g) = lim + ((5w)(g) — (1))

t—0 ¢

Zobaczmy jak to dziata na iloczynie zewnetrznym:

Lx(n ) =lim (g (@ A B) — a A ) =
lim (@ja A i3 — pla NS+ la A —anf)=
lim (gia A (95 = B) + +(pja —a) A f) =

i (457 iy (F19) no =
(Eon) A ﬁ +aA ACX(ﬂ)

Tym razem to juz nie ,co$ w rodzaju”, tylko poprostu reguta Leibniza. Wyglada na to, ze
pochodna Liego jest rézniczkowaniem algebry zewnetrznej form rézniczkowych. Ze wzgledu na
przemiennos¢ d i pull-backu obowiazuje takze wzor

£de = dEXw.

Wzér wyprowadzony wcezedniej dla jednoform okazuje sie obowigzywaé takze dla wieloform.
Rachunek przeprowadzimy na wspotrzednych i skorzystamy z liniowosci:

Lx(fdx™ A--- Ada'™) =

k
(Lxf)(dz™ A Ada™) + £35S dat Ao A Lxda® A - Adais =

J=1

k
(X f)dz" Ao Ada™ 4+ £ da Ao ADXT A Ada’ (28)

J=1
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1(X)d(fdz" A - Ada'™) = o(X)df Adz" A~ Ada™t =

(X f)dz™ A+ Ada™ + (29)

d(2(X) fdz™ A -+ Ada'*) =

k — )
d(f S (=17 1X%da™ A~ Adais A - Adat =

j=1
+ Y dzt A AdXY A Ada’ o (30)
j=1

Dodajac (29) i (30) otrzymujemy (28), gdyz wyrazy zaznaczone na zielono upraszczaja sie.
Poodsumujmy wtasnosci pochodnej Liego w dziataniu na formy rézniczkowe:

Fakt 15 1. Pochodna Liego k-formy jest k-formg,
2. Pochodna Liego jest operacjq liniowq, tzn dla a,b € R Lx(aa+ bf3) = alya + bLx [,
3. Spetniona jest requlq Leibniza Lx(a A () = (Lxa) NGB+ a A Lxf,

4. W dziataniu na formy prawdziwy jest wzor Lx = 1(X)d+ di(X).

Pozostaje sprawdzenie jak pochodna Liego dziata na pola wektorowe.
Definicja 27
1
LxY = %g% n (To—e(Y(e(q)) — Y(q)) -

Zgodnie z definicja transportujemy wartosé pola Y z punktu ¢;(¢) do punktu ¢. Tym razem
musimy uzy¢ odwzorowania stycznego Te_;. Powstalg krzywa jest krzywa w przestrzeni wek-
torowej T,M. Warto$¢ pochodnej Liego to wektor styczny do tej krzywej.

Fakt 16
EXY = [X7 Y]

Dowdéd:
(ExY)f =l 7 (To- (Y (gela)f ~ Y (0)f) =

lim ~ (To_o(Y (@) f — Y(@e@))f + Y (@) f — Y(@)f) =

t—0 ¢
Fragment zaznaczony na czerwono to

lim - (V (20(0))f ~ Y ()f) = X(V)
Fragment zaznaczony na niebiesko to
i (o (Vo)) = ¥ ()f) = g Viata) (2225 ) = v
Ostatecznie

LxYf=XY[)-Y(X[)=[X.Y]f

7 dowolnosci f wynika teza.[]
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9.2 Pochodna kowariantna

W poprzednim podrozdziale zajmowalisémy si¢ rozniczkowaniem poél tensorowych wzdtuz pola
wektorowego, czyli pochodna Liego Lx. Wartos¢ pochodnej Liego zalezy w sposéb bardzo
istotny od pola wektorowego wzdtuz ktorego rozniczkujemy. Zaleznosé ta jest powazniejsza
niz tylko zalezno$¢ od wartosci pola w danym punkcie ¢ - jest to zaleznos¢ od tego jakie jest
pole w otoczeniu q. Oczywiscie pochodna Liego rézniczkuje swoj argument, to znaczy jesli
argument pomnozymy przez funkcje, wynik bedzie zalezal od pochodnych tej funkcji: Dla pola
wektorowego otrzymamy

Lx(fY) =X, Y] = [IX. Y]+ (X)Y = fLXY + (Lx [)Y (31)

a dla formy «

Lx(fa)=(Lxf)a+ fLxa (32)

Wzory (31) 1 (32) wyrazaja regule Leibniza dla pochodnej Liego. Okazuje sig, ze podobnie jest
jesli pomnozymy przez funkcje pole wzdtuz ktérego rézniczkujemy. Poréwnajmy Lx z Lyx dla
gtadkiej funkcji f. Najpierw pochodna Liego pola wektorowego

LyxY =[fX,Y]=[fIX,Y] = (V)X = fLxY = (df, V)X (33)
potem pochodna formy

Lixa=1(fX)da+d((fX)a) = fo(X)da +d(fu(X)a) = ”

= fu(X)da+df AN(X)a+ fdi(X)a= fLxa+df N(X)a (34)
W obu wzorach (33) i (34) pojawia sie rézniczka funkcji f, co wskazuje na zalezno$¢ od wartosci
pola w otoczeniu ¢, a nie jedynie w punkcie q. My jednak caly czas poszukujemy odpowiednika
rozniczkowania po wspotrzednych, ktére jest mozliwe na R™, lub ogdlniej, na przestrzeni afi-
nicznej. We wspotrzednych (%) zwiazanych z punktem g i baza (e,) w przestrzeni modelowej
V' rézniczkowanie to wyglada nastepujaco

Dy(X) = v4(0,X°)ey, (35)

gdzie v = v%, oraz X = X’e,. Wzér jest poprawny, tzn jest niezmienniczy ze wzgledu zmiane
bazy w V' i zmiane punktu poczatkowego ag. Wzor (35) jest poprawny dlatego, ze wiazka styczna
do przestrzeni afinicznej jest trywialna: przestrzen styczna w kazdym punkcie jest kanonicznie
izomorficzna z V. Jeszcze inacze] mozna powiedzieé, ze wzdér (35) jest poprawny poniewaz
wiemy co to znaczy przesuwal wektor styczny wzdtuz krzywej w A. Rozwazajac powierzchnie
M C A nie mozemy uzy¢ wzoru (35), bo na powierzchni nie mamy wyréznionej klasy uktadéw
wspoltrzednych. Jesli zag uzyjemy dowolnych wspotrzednych wzér przestanie by¢ niezmienniczy,
czyli nie bedzie definiowal zadnego obiektu geometrycznego. Pole wektorowe X : M — TM
mozemy oczywiscie zapisaé w bazie (e,) otrzymujac X = X%, (zatem na oko podobnie jak
poprzednio), z ta jednak réznica, ze funkcje X* okreslone sa jedynie w punktach nalezacych
do M. Mozemy takze, korzystajac z zanurzenia M w A wyliczy¢ D, X jesli tylko v € TM.
Problem w tym, ze otrzymany wektor najprawdopodobniej nie jest styczny do M. Z tego da
sie wybrna¢ jesli w V' mamy wyrdzniony iloczyn skalarny. (Tak jest oczywiscie jesli A = R™.)
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loczyn skalarny pozwala roztozy¢ przestrzen T,A = V styczna do A w punkcie ¢ na sume
prostg przestrzeni T,M = W, i Wi, tzn

V=W,oW; (36)
Mozemy teraz napisaé¢ definicje

Definicja 28 Niech M bedzie powierzchnig zanurzong w przestrzeni afinicznej A z wyroz-
nionym iloczynem skalarnym. Pochodng kowariantng pola wektorowego X na M w kierunku
wektora stycznego v € T, M nazywamy wektor

V. X = (D, X)], (37)
gdzie () oznacza rzut na W, zwiazany z rozktadem (36).

W powyzszej definicji wspdtrzedne nie sa uzywane, nie ma wiec watpliwosci, ze (37) definiuje
pewien wektor z W,. Wyrazenie na wspotrzednych tez bedzie nam potrzebne. Wprowadzmy w
tym celu w otoczeniu ¢ w M uklad wspohrzednych (¢'), i = 1. .. k. Wektory 0; tworza wigc bazg
W,. Potrzebujemy jeszcze n — k wektoréw rozpinajacych WqL. Oznaczymy je n,, « =1...n—k.
Kazdy z wektorow e, zapisa¢ mozemy w bazie ztozonej z 0; oraz n, otrzymujac

ea = ALO; + A%y

Macierz A, ktérej pierwsze k wierszy to A’ a dalsze n—k wierszy to A% jest macierza przejscia z
bazy (e,) do bazy (i, n,). Wyrazy macierzowe AY i A® sa funkcjami na M, mozna je wiec wyra-
zi¢ jako funkcje wspotrzednych (p*). Pole wektorowe X zapisujemy w bazie e,: X = X%(p')e,,
wektor v zapisujemy w bazie (0;) i wyznaczamy

D, X = v (0;X")e,.
Zeby wzialé czesé styczng do M uzywamy macierzy A:
D, X =v'(0;X")(Al0; + A%n,,).

Widaé¢ wiec, ze
VX = v"(0;X*)Al0;.

W powyzszym wzorze nie podoba mi si¢ jszcze to, ze pole X caly czas mamy wyrazone w bazie
e, a nie w bazie J;, ktéra jest dla niego naturalniejsza.

X0 = (AT)XY,
zatem
VX = v'0;(A)iX") AL, = v 0 (A1) X AL, 4+ v' (A 1)o(XF) AL o, =
0;(X7)v'0; + [0:((A ) ALJ' X*8;  (38)

Zauwazmy, ze fragment wzoru zapisany na niebiesko nie zalezy wcale od pola X ani od kierunku
w ktorym rozniczkujemy. Jest on zwigzany z powierzchnia na ktérej o wszystko si¢ dzieje.
Niebieskie funkcje oznaczamy I',, tzn

T, = 0i(A™)h) Al (39)
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i nazywamy symbolami Christoffela (Erwin Bruno Christoffel (1829-1900), matematyk niemiec-
ki). Z uzyciem symboli Christoffela pochodna kowariantng zapisujemy nastepujaco

Vo X = 0,( X' 4+ T 0 X", (40)

Przyktad 18 Policzmy (niektére) symbole Christoffela na sferze S? C R3. Mamy n = 3,
k = 2, wspotrzedne z° to (z,y, 2), wspolrzedne (p*) to (i, ) pochodzace ze sferycznego uktadu
wspotrzednych. Baza e, to (0,,0,,0.), baza (0;) to (0,,0s), jako wektor normalny mozemy
wzigé 0,. Poshugujac sie znanymi wzorami

X =1cospsind
y =rsinpsinf

z=1rcosb

i przyjmujac r = 1 najdujemy wyrazy macierzowe macierzy A~!
0, = — sin psin 60, + cos psin 60,
Oy = cos ¢ cos 00, + sin ¢ cos 00, — sin 00,
0, = cos ¢ sin 00, + sin ¢ sin 9, + cos 00,

Macierz A~! ma posta¢

—sinpsinf cospcosf cospsind

At =| cospsinf sinpcosf sinpsing |
0 —sinf cosf
zatem .
_sing COS 0
sin sin
A= cospcosf sinpcosd —sinb

cospsing sinpsing  cosé
Skorzystamy ze wzoru (39) zauwazajac, ze mozna go zapisa¢ na dwa sposoby:
[} = 0i(A™)i) AL = —0,(A) (AT
Przyktadowe rachunki:

o _ _ _Sintp) o : B (cosw) _ i _
re, &p( e (—sinpsind) — 0, e (—cospsinf)

—cospsing + cospsinp =0

sin ¢ coS

PN (o _
siné’) (sinpcosf) =

Iy, =—0, ( ) (cospcosf) — 0, (

sin
cos? @ cot § + sin® p cot = cot §

Pozostate wspotczynniki Christoffela na sferze prosze wyznaczyé samodzielnie. Zeby oszczedzié
sobie rachunkéw mozna skorzystaé z faktu (ktéry udowodnimy wkrétce), ze
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Fakt 17 Wspolczynniki Christoffela na powierzchni zanurzonej sq symetryczne, tzn Fj-k =T 23

Dowéd: Symetria wpotczynnikow Christoffela dla pochodnej kowariantnej pochodzacej od za-
nurzenia powierzchni w przestrzen afiniczng z iloczynem skalarnym wynika z symetrii drugich
pochodnych czastkowych. Istotnie, wyrazy macierzowe wystepujace we wzorze (39) pochodza
od zamiany zmiennych, tzn

or®
—1\a __

Wstawiajac powyzsza posta¢ wyrazéw macierzowych (A71)¢ do (39) otrzymujemy

) a ) 2. .a ) a ] )
I, = 0; (gjj)A = aii;&m =0 (g;) Ap=T}, O

[ )

W dalszym ciagu sprobujemy przyjrzeé sie pochodnej kowariantnej i wyciagnaé z jej definicji
istotne elementy, ktére mozna bedzie uogélni¢ na rozmaitosci niezanurzone. Szukamy wiec tej
dodatkowej struktury, ktora jest potrzebna, zeby pochodna kowariantna istniata. Najpierw po-
my$limy chwile nad strukturg iterowanej wiazki stycznej TTA. Wiadomo, ze TA jest trywialna
irowna A x V', zatem nie ma watpliwosci, ze TTA = AxV xV xV Przestrzen styczna do TA w
punkcie (g, w) zawiera wektory styczne do krzywych ¢ — (q(t), w(t)), gdzie ¢(0) = ¢, w(0) = w.
Oznaczmy v = ¢(0) i u = w(0). Element TTA jest wiec czworka (¢, w, v, u). Wsréd wszystkich
krzywych w TA przechodzacych przez (¢, w) dla t = 0 mozemy wyr6zni¢ dwie klasy: krzywe
dla ktorych q(t) = q jest state oraz krzywe dla ktérych w(t) = w jest stale. Wektory styczne
do krzywych z pierwszej klasy sa postaci (¢, w,0,u) a wektory styczne do krzywych z drugiej
klasy maja postaé (¢, w,v,0). Pierwsze z nich nazywaé¢ bedziemy pionowymi (wertykalnymi) a
drugie poziomymi (horyzontalnymi). Wektory pionowe zaczepione w punkcie (g, w) oznaczymy
VyuwTA apoziome H,,, TA. W ten sposéb mamy rozktad przestrzeni stycznej do TA w punkcie
(¢, w) na sume prosta wektoréw pionowych i poziomych:

TowTA=V,,TA®H,,TA (41)

Krzywa pozioma, tzn taka dla ktérej w(t) = w jest state mozemy interpretowaé jako przesuniecie
réwnolegte wektora w wzdtuz krzywej t — q(t).

Co z tego wszystkiego przetrwa obciecie do powierzchni M7 7 cata pewnoscia nie wszystko.
Wiemy juz od dawna, ze TM nie jest wigzkg trywialng. Przestrzen T,M = W, jest podprze-
strzenig w V', ale w kazdym punkcie nieco inna, wiec w TM nie mamy struktury iloczynu
kartezjanskiego. Jedyne co pozostaje to rzut na M. Iterowana wigzka styczna TTM nadal za-
wiera oczywiscie wektory styczne do krzywych w TM. Korzystajac z zanurzenia w T A krzywg w
TM nadal mozemy zapisaé jako ¢t — (q(t), w(t)), ale pamieta¢ musimy, ze w(t) € Wy . Nie ma
trudnosci z zapisaniem krzywej pionowej ¢t — (q,w(t)), jest to krzywa w TM jesli w(t) € W,.
Krzywej poziomej jednak nie da si¢ wyr6ézni¢. Krzywa t — (q(t), w) moze ,wytazi¢” poza TM.
7 rozktadu iterowanej przestrzeni stycznej na czesS¢ poziomg i pionows przezywa tylko pod-
wigzka pionowa zawierajaca wektory styczne do krzywych pionowych. Zatézmy teraz na chwilg,
ze M jest poziomicg odwzorowania F' : A — R™, potraktujmy TTM jako zawarte w TTA i
sprawdzmy jakie podzbiory dostaniemy w poszczegdlnych czynnikach iloczynu kartezjanskiego
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TTA = AxV xV x V. Na pierwszym miejscu mamy M C A, M = F~0). Gdy ustalimy
q € M to na drugim miejscu mamy W, = ker F'(q). Rozwazmy teraz krzywa t — (q(t), w(t))
w TM. Wektor styczny do tej krzywej moze nadal by¢ reprezentowany czworka (q,w,v,u),
musimy tylko wiedzie¢ jakie warunki musze spetnia¢ v i u. Krzywa t — ¢(t) lezy w M, zatem
v = ¢(0) lezy w W, (na trzecim miejscu jest wiec W,). Krzywa w(t) ma wartosci w Wy, to
znaczy dla kazdego t zachodzi

F'(q(t))(w(t)) = 0.

Po zrézniczkowaniu dostajemy zatem warunek na u = w(0) w postaci
F(q) (v, w) + F'(g)(u) = 0.

Wektor u jest wiec elementem podprzestrzeni afinicznej w V' modelowanej na W,. Podprzestrzen
ta zalezy nie tylko od ¢ i w ale takze od v. Oznaczymy ja U, (to jest podzbiér pojawiajacy
se na czwartym miejscu) . Ostatecznie (¢, w, v, u) jest elementem TTM jedli ¢ € M, w,v € W,
u € Uy . Co to wszystko ma wspélnego z pochodng kowariantng?

Wzér (35) definiujacy D, X dla pola wektorowego X na przestrzeni afinicznej A wyrazony
jest we wspotrzednych, w dowolnym, ale afinicznym uktadzie wspotrzednych. Czy potrafimy
zdefiniowaé te wielko$¢ bez uzycia wspoétrzednych? Niech v bedzie elementem T,A = V a
t — q(t) krzywa taka, ze ¢(0) = v. Pole wektorowe X jest odwzorowaniem X : A — TA.
Sktadajac ¢(-) z X otrzymujemy krzywa t — X(q(t)), ktorej wartosci leza w TA. Wektor
styczny do X o ¢(-) w punkcie (¢, X(q)) to czworka (¢, X(q),v, D,(X)). Okazuje sie, wiec, ze
D, (X) jest czeScig pionowq wektora stycznego do X o q(-) wyznaczona wzgledem rozktadu (41).
Dla pelnej poprawnosci musimy jeszcze zauwazyc¢, ze wektory pionowe sg styczne do przestrzeni
stycznej w jednym punkcie, zatem moga zostaé¢ utozsamione z elementami tej przestrzeni.

Zgodnie z naszymi obserwacjami w T,,, TM jest wyrézniona podprzestrzen wektoréw piono-
wych, ale nie ma podprzestrzeni wektoréw poziomych, dlatego nie ma tez rozktadu podobnego
do (41) i rzutu na wektory pionowe. Okazuje sie jednak, ze jesli A (a whasciwie V') jest wy-
posazona w iloczyn skalarny w T,.,, TM to podprzestrzenn wektoréw horyzontalnych pojawia
sie w sposéb naturalny. Rozwazmy wektor styczny do TM w punkcie (¢, w) reprezentowany
czworka (¢, w, v, u). Wiadomo, ze w,v € W, oraz u € U, ., przy czym ostatnia przestrzen jest
pewng podprzestrzenig afiniczng modelowang na W,. Zauwazmy, ze jesli U, ,,, nie jest réwne
Wy, to W NUywe = {uo}, tzn istnieje doktadnie jeden wektor prostopadly do W, i zawarty w
Uqgww- Istotnie, zatézmy, ze sa przynajmniej dwa rézne takie wektory ug i @y. Wowczas ug — g
jest jednoczesnie elementem przestrzeni W, modelowej dla U, ., oraz elementem WqL. Oznacza
to, ze uy = ug. Z drugiej strony I/VqL N Uy nie moze by¢ zbiorem pustym. Kazdy element
u € U, roztozyé mozna wedlug sumy prostej (36) v = ull + ut. Wtedy ut = v — ull jest
elementem Uy, 1 jednoczesénie elementem W,. Z powyzszych rozwazan wynika, ze wszystkie
u € Uy maja te sama czed¢ prostopadly do W,. Czwoérke reprezentujaca wektor styczny do
TM w punkcie (g, w) mozna zapisaé¢ wiec jako

(Q7 w, v, U + U”)

i roztozy¢ na sume

(qawavvu0+ull) = (q,”(,U,'U,UQ) + (q,’lU,O,U,H) (42)
Pierwszy wektor nazywaé¢ bedziemy poziomym a drugi pionowym. Znowu widzimy, ze czes¢
pionowa moze byé tatwo identyfikowana z elementem ul € T,M = W,. Ostatni wektor w
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czwoérce odpowiadajacej wektorowi poziomemu jest jednoznacznie wyznaczony (zakladajac, ze
znamy ¢, w, v) co oznacza, ze istnieje podniesienie horyzontalne wektoréw z T,M do wektoréw z
T, TM dla dowolnego w. Istotnie niech (¢,v) € T,M oraz (q,w) € T,M wtedy podniesieniem
horyzontalnym (q,v) do punktu (¢, w) nazywamy wektor

(qa U)?q,w) = (Q7 w, v, U’O)

gdzie uy = qu NUqw,-

Wréémy teraz do pola wektorowego X na M i wektora v € TM stycznego do krzywej
t +— q(t). Wektor styczny do zlozenia X o ¢(-) jest elementem TTM danym przez czworke
(¢, X(q),v,D,X). O D,X wiadomo, ze nalezy do przestrzeni afinicznej U, x(q)», daje sie wiec
roztozy¢ na sume D, X = (D, X)* + (D, X)Il. Zgodnie z (42) otrzymujemy

(0, X (q),v, DuX) = (¢, X(9), v, (DoX)") + (¢,w,0, (D.X)) =
(0, X (@), v, (DuX)7) + (¢, X(q),0,V,.X). (43)

Zapisane powyzej rozwazania sformutujemy zaraz jako ,Fakt”. Potrzebujemy jeszcze tylko bar-
dziej eleganckiego opisu wektora stycznego do ztozenia X o ¢(-). Jedli potraktujemy X jako
odwzorowanie X : M — TM to wektor ten jest réwny TX (v)

Fakt 18 Niech M oznacza powierzchnie zanurzong w przestrzeni afinicznej A wyposazonej w
tloczyn skalarny. Niech X bedzie polem wektorowym na tej powierzchni. Pochodna kowariantna
V. X jest réwna cze$ci pionowej wektora TX (v).

Pokazalismy, ze pochodna kowariantna na powierzchni M wigze sie z istnieniem rozktadu
przestrzeni stycznej do TM na czesé pionowa i pozioma. Na powierzchni zanurzonej w R™ ten
rozklad istnieje naturalnie (bo R™ ma iloczyn skalarny). Rozktad przestrzeni stycznej na czesé
pozioma i pionowa nazywa si¢ koneksjqg albo powigzaniem. Pochodna kowariantna i powigzanie
sa dwoma r6éznymi opisami tej samej struktury. W nastepnym semestrze dowiemy sie, ze bardzo
podobnie definiuje sie koneksje i pochodng kowariantng w dowolnej wiazce wektorowej lub w
wiazce gtownej (cokolwiek to znaczy). Na razie moze si¢ wydawaé, ze wszystkie te rachunki
prowadzace od definicji 28 do faktu 18 sg jedynie niepotrzebnym komplikowaniem prostego
obiektu geometrycznego. Okazuje sie jednak, ze taki jezyk (przestrzenie wertykalne i horyzon-
talne, podniesienie horyzontalne i koneksja) jest bardzo dobry do interpretowania na przyktad
krzywizny koneksji (nastepny semestr!). Juz za chwile przyda nam sie to wszystko do uzyska-
nia odpowiedzi na pytanie co z czym powigzanie wiagze i jak przesuwaé réwnolegle wektory na
powierzchni zanurzone;j.

W wiazce stycznej do przestrzeni afinicznej A wyrdzniliSmy krzywe poziome postaci ¢t +—
(q(t),v) i pionowe postaci t — (q,v(t)). Krzywa pozioma interpretowaliémy jako przesuniecie
stalego wektora v wzdtuz krzywej t +— ¢(t). Zauwazylidémy takze, ze na powierzchni M C A
mozemy wyrozni¢ naturalnie jedynie krzywe pionowe. Okazuje si¢ jednak, ze w obecnosci ilo-
czynu skalarnego takze pojecie krzywej poziomej, a co za tym idzie przesuniecia wektora wzdtuz
krzywej w M ma sens. Niech wiec t — ¢(t) bedzie krzywa w M. W kazdym punkcie tej krzywej
wyznaczamy wektor styczny (q(t),¢(t)), ktéry nastepnie podnosimy horyzontalnie do kazdego
punktu (g(t),w) € TyuM. Otrzymamy w ten sposob pole wektorowe na 75, ({q(t),t € I}.
To pole wektorowe mozemy potraktowaé jak réwnanie roézniczkowe na krzywe w TM lezace
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nad krzywa t — ¢(t). Rozwiazanie tego réwnania z warunkiem poczatkowym dla ¢ = ¢, beda-
cym wektorem w € Ty, M = Wy, nazwiemy przesunigciem rownolegltym wektora w wzdluz
krzywej t — q(t). Zobaczmy jak we wspdlrzednych wygladaé bedzie réwnanie rézniczkowe na
przesuniecia rownolegte.

Rozwazmy wiec krzywa

t— (q(t),w(t)) € TM, toznaczy q(t) € M, w(t) € Wyy.

Chcemy, zeby wektory styczne do tej krzywej byly w kazdym punkcie wektorami poziomy-
mi. Krzywa t — ¢(t) traktujemy jako dana, szukamy krzywej ¢ — w(t) spelniajacej warunek
poczatkowy w(0) = w. Wektor styczny do krzywej t — (q(t), w(t)) w punkcie odpowiadaja-

cym wartosci parametru ¢ jest elementem TTM postaci (¢(t), w(t),4(t),w(t)). Wektor ten jest

horyzntalny jesli ¢(t) € WqL(t).

w(t) = w(t) %, = w(t)*AL(q(t))0; + 1 (t)* A%ng.
Warunek horyzontalnosci oznacza, ze
Vi (1) Al (a(t)) = 0. (14)
Ten warunek zapiszmy w terminach wspotrzednych (¢*) na M, gdyz wiadomo, ze w(t) = w(t)0;:
w'(t) = (A7 (q(t))jw" (2).
Powyzszy wzér wstawiamy do (44)

d d

(1) = L (A7 (@) () = & (A7 a()E) w' (1) + (A7 (a(0) i (1),

Ostatecznie (rezygnujemy z jawnego wypisywania zaleznosci od t)

0= (A7) wh AL + (A™)pid 4] = 0,(A™ P ub AL+ =
[0;(A™EAL G* + ' = Thygfw® +
Warunek na horyzontalnosc krzywej ¢ — (q(t), w(t)) we wspéhrzednych ma postac

i (45)

Przyktad 19 Zrébmy stosowne rachunki na sferze dwuwymiarowej o promieniu 1 we wspoi-
rzednych (¢, ) pochodzacych od wspotrzednych sferycznych. Wspétezynniki Christoffela to

I, =0, I, =15, =cotd, 'y =0, T, =—cosdsind, [ty =T5, =0, I'j, =0,
Wyznaczymy przesuniecie rownolegte wektora w = 0y wzdtuz 30 rownoleznika, czyli wzdhuz

krzywej t +— (t,99 = ). Startujemy z pozycji (30°NO°E), czyli gdzies w Algierii. Patrzymy w
kierunku wektora w(t) czyli poczatkowo na poludnie (w kierunku dy) i jedziemy na wschod.
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Czy po objechaniu kuli ziemskiej nadal bedziemy patrze¢ na potudnie? Okazuje sie, ze uktad
rownan, ktory mamy do rozwiazania to

we | 0 cot Uy w?
w? | T | —sindgcosdy 0 w?

co dla ¥y = m/3 przyjmuje postaé
we ] [0 V3/3 ][ w
W’ | | V3/4 0 w”
: : . 0 ,
Rozwiazanie z warunkiem poczatkowym l 1 1 ma postac

l w? 1 B l cos(t/2)  2v/3sin(t/2)/3 1 l 0 ] |

w? V/3sin(t/2)/2 cos(t/2) 1
Czyli
w?(t) = 2\? sin (;) . w’(t) = cos (;) :
inaczej

w(t) = 2\3/§ sin <;> 0, + cos (;) Oy.

Dla t = 27, czyli po objechaniu catego réwnoleznika dostajemy w(27) = —0y, czyli patrzymy na
po6tnoc!!! Przesuniecie rownolegte po krzywej zamknietej w M nie musi by¢ krzywa zamknieta
w TM. Odstepstwo krzywej horyzontalnej rzutujacej sie na krzywa zamknieta w M od krzywej
zamknietej w TM mierzy wielkoSc zwana krzywizng koneksji (przyszty semestr). &

Koneksje na powierzchni zanurzonej skonstruowaliSsmy z uzyciem iloczynu skalarnego indu-
kowanego z przestrzeni w ktorej zanurzamy. Okazuje si¢ jednak, ze zaleznosé od zanurzenia
jest dos¢ staba. Precyzyjniej mowiac, koneksja zalezy jedynie od iloczynu skalarnego obcigtego
do powierzchni, a nie zalezy od tego co dzieje sie w kierunkach prostopadtych. Mowi o tym
nastepujacy fakt (niezbyt wyrafinowane sformutowanie ,,Theorema Egregium” Gaussa)

Fakt 19 Pochodna kowariantna i przesuniecie rownolegte na powierzchni zanurzonej majq cha-
rakter wewnetrzny, tzn zalezq jedynie od iloczynu skalarnego (metryki) indukowanej na po-
wierzchni.

Dowéd: Zaczniemy od wyliczenia V,g, gdzie v jest dowolnym wektorem stycznym do M a
g jest formg dwuliniowa symetryczna reprezentujaca iloczyn skalarny, czyli inaczej tensorem
metrycznym na M. Tensor g pochodzi z obciecia iloczynu skalarnego z TA. W bazie (e,) ma-
cierz g ma postaé¢ gu, = (eqlep). Wyrazy macierzowe gy, sa stale, tzn. nie zaleza od punktu
na powierzchni. Obciecie iloczynu skalarnego mozna zapisa¢ takze w bazie zwiazanej z ukta-
dem wspoéhrzednych na powierzchni. Wtedy g;; = (0;|0;). Wyrazy macierzowe g;; sa funkcjami
wspolrzednych (p'). W notacji tensorowej iloczyn skalarny zapiszemy jako

g= gijd‘pi ® dy’.
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Do tej pory liczyliSmy pochodng kowariantng jedynie pol wektorowych. Mozna ja jednak roz-
szerzy¢ (poprzez regute Leibniza) na dowolne pola tensorowe. Jak pochodna kowariantna dziata
na formy (pola kowektorowe)? Niech o = a;d’ bedzie polem kowektorowym a X = X'0; polem
wektorowym. Wtedy (o, X) jest funkcja na M. Pochodna kowariantna funkcji jest pochodna
zwykla, czyli dziataniem wektora stycznego na funkcje

Vola, X) = 0'0;(a; X7) = v"(9;05) X7 + v'aj(0; X7). (46)
7, drugiej strony, zgodnie z reguta Leibniza powinno by¢
Volo, X) = (Vya, X) + (o, Vo, X) = v/ (Via); X7 + via, (0, X7 + T, X*) (47)
Z poréwnania (46) i (47) wynika, ze
v () X7 = ' (V) X7 + vl T X,

czyli . , . ,
v (Via)p X* = 0" (Bio0) X* — v'a; T X",

Ostatecznie

(Via) = (Biak - angk) dyo. (48)
Dalej, korzystajac caly czas z reguty Leibniza, otrzymujemy
Vilgjrdy’ © dp®) = (9,956)d¢’ © dp" + gjd(Vide?) © de® + gjudg? ® (Vide®).
Wynika z tego, ze
(Vig)jx = 0igi. — Tijam — Tiygin. (49)

Do obliczenia Vg wykorzystamy teraz fakt, ze tensor metryczny na M pochodzi z obciecia
statego tensora metrycznego na A. Przypomnijmy oznaczenia, ktorych uzywalismy wczesniej.
Macierz A to macierz przejécia miedzy bazami (e,) oraz (9;, ne), gdzie 9; to oczywiscie wektory
styczne do M zwiagzane z uktadem wspotrzednych a n,, to wektory prostopadte do M. Doktadniej

Cq = AZ@ + ASn,.
Macierz odwrotna do A oznacza¢ bedziemy tym razem B, tzn
0; = Bl'e,, ne = Bhe,.
Wyrazy macierzowe macierzy A i B zaleza od wspotrzednych (¢°) na powierzchni M.
gk = (0510k) = (Bjea| Bies) = B} B} gab

Do wzoru (49) wstawiamy wzory wynikajace z definicji wspolczynnikéw I' z uzyciem macierzy
A1 B oraz powyzsze wyrazenie na g;;. ,Gammy” zaznaczamy na szaro:

(Vig)jx = 0i(BY By gw) — (0:BY) AL Bf BYl gea — (0,B]) AL, BS By goq =
0:(BY) B, gab) + B 0:(BY) gay — (0:Bf) Al B B gea — (0;B}) A, BS B gea (50)
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Zajmiemy sie oddzielnie wyrazami niebieskimi i oddzielnie czerwonymi. Tak naprawde wystar-
czy policzy¢ niebieskie — czerwone sg niemal jednakowe.

0i(BY) BY gay) — (0,87) AL Bf B, gug = 0,(BY) (B,‘; gay — AL Bf B, gd,) =
(BB} (0., — ALBfo.,) = 0:i(B) B ( — (AL Bfe o)) =
@(B?)Bz(@a - ALBZCGC|€17)
Skoro
€y = Aial + Ain, oraz 0O, = Bje.

to
ea = Al Bfe. + A%n,,

Cq — AlefeC = A%n,.

Kontynuujemy rachunki

ai(B;)Bll;(ea - AszlCeC|€b) = @(B?)B,{{(Agndeﬂ =

0i(B5)(Agnal Bley) = 0i(B5)(Afna|dy) = 0
Okazuje sie, ze niebieski fragment wzoru (50) daje 0, czerwony tez, wiec ostatecznie, dla do-
wolnego v
V.9 =0.

Wypiszemy warunek na wspotrzedne Vg permutujac cyklicznie wkazniki

0= (Vig)je = igjr — ;01 — Thgji

0= (V;9)ki = gk — Thpgis — Th0m

0= (Vi9)ij = Ogij — Uhagi; — Thjga
Od pierwszego wiersza odejmujemy drugi i trzeci. Korzystamy z symetrii symboli Chrisoffe-
la wzgledem dolnych wkaznikéw oraz z symetrii tensora metrycznego. Czerwone i niebieskie
wyrazy upraszczaja sie i otrzymujemy

0= 0;gjx — OjGri — Orgij + 2F§~k91i
Wyznaczamy

I = 29 (0jgki + Orgij — Oigjn) - (51)

Okazato sig, ze symbole Christoffela zawierajace pelng informacje o koneksji, daja sie wyrazic¢
przez wspotezynniki metryki i ich pochodne w kierunkach stycznych do powierzchni. Istotnie
wiec, koneksja jest wewnetrznym obiektem geometrycznym na powierzchni zanurzonej.[]
Wzér (51) jest bardzo wazny. My wyprowadziliémy go dla koneksji zdefiniowanej na po-
wierzchni zanurzonej w przestrzeni afinicznej z iloczynem skalarnym. Okazuje sie, ze pozostaje
on prawdziwy w ogdlniejszej sytuacji. Prawdziwe jest twierdzenie (T. Levi-Civita), ktére moé-
wi, ze na rozmaitosci z metryka ¢ istnieje dokladnie jedna koneksja symetryczna (tzn. taka,
dla ktérej symetryczne sa symbole Christoffela) i zgodna ze struktura metryczna. Zgodnosé
ze struktura metryczng oznacza wtasnie, ze Vg = 0. Koneksja taka nazywa si¢ koneksja me-
tryczna lub koneksja Levi-Civity. Nasz fakt 19 mozna by zatem sformutowac inaczej: Pochodna

kowariantna zdefiniowana wzorem (37) pochodzi od koneksji metrycznej zwigzanej z metrykg na
A obcietqg do M.
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Rys. 23: Tullio Levi-Civita,
(1873-1941)

82



	Powierzchnie zanurzone
	Przestrzen styczna i kostyczna
	Alternatywne spojrzenie na wektory styczne
	Odwzorowanie styczne i cofniecie formy
	Transport pola wektorowego i cofniecie formy

	Wielokowektory i wieloformy na powierzchni
	Wieloformy na powierzchni.

	Rózniczka zewnetrzna.
	Formy zamkniete i zupełne
	Całkowanie form rózniczkowych
	Orientacja
	Gładki rozkład jednosci
	Całkowanie form rózniczkowych.
	Twierdzenie Stokes'a
	Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes'a
	Wieloformy, wielowektory, Gwiazdka Hodge'a

	Rózniczkowanie pól i form
	Pochodna Liego
	Pochodna kowariantna


