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1 Powierzchnie zanurzone

Twierdzenie dotyczace parametryzacji jest jedynie lokalne, dlatego oprocz rzedu odwzorowania
nalezy sprawdza¢ przynajmniej injektywnos¢. Ponizszy przyktad pokazuje jednak, ze nawet
globalna injektywnos¢ nie wystarcza:

Przykltad 1 Rozwazmy obraz nastepujacego odwzorowania
k:R:>t— ((et —1)%cos(me), (e —1)? Sin(ﬂet)) € R2.

Interesuje nas, czy obraz ten jest jednowymiarowa powierzchnia w R2. Bardzo przydatny bedzie
rysunek. Patrzac na rysunek (Rys 1) natychmiast identyfikujemy dwa punkty podejrzane o
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Rys. 1: Czy to jest powierzchnia?

powodowanie ktopotéw: dla ¢ = 0 mamy punkt (0,0) w ktérym wydaje sie by¢ ,dzidbek”,
ponadto wyglada na to, ze w punkcie (1,0) jest samoprzeciecie, a przynajmniej rozgalezienie.
Zapomnijmy teraz o obrazku i sprobujmy zidentyfikowaé ktopoty na poziomie rachunkowym.
Wyznaczamy «':

2(et — 1)et cos(me?) — (et — 1)%sin(me!)me! ]

K'(t) = 2(et — 1)e! sin(met) + (e! — 1)? cos(me!)me



Rzut oka na wykresy (Rys 2) funkcji ¢t — 2cos(me!) — w(e! — 1) sin(we’) (na czarno) i ¢ —
2sin(mwe’) + m(e! — 1) cos(we’) (na czerwono) pokazuje, ze funkcje te nie zeruja sie jednoczesnie,

Rys. 2: Pomocne wykresy.

zatem rzad pochodnej jest mniejszy od 1 jedynie w przypadku, kiedy €' = 1, tzn t = 0. W
otoczeniu punktu (0,0) bedacego obrazem ¢t = 0 nie mozemy korzystaé z twierdzenia (77).
[stotnie mamy wtedy osobliwo$¢ typu ,dzidébek”. W okolicach t = 0 pierwsza wspotrzedna
krzywej zachowuje si¢ jak —t* za$ druga jak —7t3. Zalezno$¢ miedzy pierwsza wspétrzedna (z)
a druga (y) to mniej wiecej z ~ y?/3. Mamy wiec dla y # 0

Dla y = 0 pochodna nie istnieje, granice pochodnej z obu stron sa nieskonczone i majg roézne
znaki. Wyglada na to, ze poza punktem ¢ = 0 mozemy korzystaé¢ z twierdzenia (?7?), tzn. dla
kazdego t # 0 istnieje takie € > 0 , ze obraz odcinka |t —e, t+¢€| wzgledem & jest jednowymiarowa
powierzchnig w R?. Co zatem z punktem (1,0)?

Sprawdzmy injektywno$¢é odwzorowania k. Czy istnieja liczby t i s takie, ze k(t) = k(s)?
Wspomagajac sie nieco znajomoscia biegunowego uktadu wspoétrzednych stwierdzamy, ze przede
wszystkim we! = we® + 27, tzn €' = e® + 2. Potrzeba ponadto takze aby (¢! — 1)? = (e® — 1)%
Korzystajac z pierwszego warunku otrzymujemy, ze

e+l1=¢e -1 lub et+1=—-€e+1

Pierwsze roéwnanie jest w sposdb oczywisty sprzeczne, za$ drugie oznacza, ze ¢! = 0, co tez
nie ma rozwiazan. Myslac w jezyku wspolrzednych biegunowych pomijamy sytuacje r = 0, ¢
dowolne, jednak tutaj r = 0 oznacza e’ = 1, czyli t = 0 - jedno rozwigzanie. Stwierdzamy wiec,
ze odwzorowanie k jest injektywne. Nadal wiec nie znalezlismy zadnych ktopotéw w punkcie
(1,0), ktore wida¢ na rysunku. Zauwazymy je dopiero, gdy zwr6cimy uwage na fakt, ze co
prawda réwnanie e! = 0 nie ma rozwigzan w R, to spelnia je —oco. W granicy ¢ — —oo nasza
krzywa t — k(t) zmierza wiec do punktu, ktéry juz raz mineta przy ¢ = log 2, czyli wtasnie do
punktu (1,0). Moral z tego przyktadu jest taki: nie wystarczy sprawdzi¢ rzedu odwzorowania
i jego injektywno$ci, zeby mie¢ pewnosé, ze obraz tego odwzorowania jest powierzchnig! e



W dalszym ciggu bedziemy chcieli uprawia¢ analize na powierzchniach — nauczy¢ sie roz-
niczkowad i catkowa¢ odpowiednie obiekty zdefiniowane na powierzchni. W tym celu musimy
w jaki$ sposob identyfikowaé¢ punkty na powierzchni. Sposobu identyfikacji punktéw dostar-
cza sama definicja 1 powierzchni zanurzonej. Niech ® bedzie uzywanym w definicji uktadem
wspotrzednych. Znikanie ostatnich n — k wspotrzednych definiuje powierzchnie. Pierwsze k
wspotrzednych moze by¢ za to uzyte do identyfikacji kazdego z punktéow zbioru S NU. Bardziej
ogolnie:

Definicja 1 Niech ® : 4/ — O bedzie jak w definicji . Niech takze V C S NU bedzie zbio-
rem otwartym na powierzchni S. Odwzorowanie ¥ : V — R* nazywamy mapg lub uktadem
wspotrzednych na powierzchni S jesli W jest gtadkim dyfeomorfizmem V i W(V). Precyzyjniej
odwzorowanie pro® o U~! gdzie pr : R* — R jest projekcja na pierwsze k wspotrzednych, jest
gladkim dyfeomorfizmem ¥(V) i pr(®(V)). Funkcje ' : V — R, i = 1...k sktadajace si¢ na ¥
nazywamy wspoirzednymis na S. Odwzorowanie odwrotne do ¥ nazywamy parametryzacjq.

Przyktad 2 Skonstruujemy wspoétrzedne stereograficzne na sferze dwuwymiarowej S = {(x,y, 2) :
r?+y?+2% = 1}. Niech O, oznacza S\{(0,0, 1)} za$ O_ oznacza S\{(0,0, —1)}. Odwzorowania

U, 0, — R (z,9,2) — (X,Y), lex Y:ly (1)
—Z —Z
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sg mapami na S. Zauwazmy, ze na zbiorze O N O_, gdzie okreslone sa oba uktady wspotrzed-
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Rys. 3: Wspotrzedne stereograficzne.

Na sferze uzywamy tez czesto wspotrzednych pochodzacych ze sferycznego uktadu wspotrzed-
nych. Latwiej je zapisa¢ w postaci parametryzacji

T = cos psin v
y=singsind , ¢ €]0,2x], ¥ €]0, 7.
2z = cosV



2 Przestrzen styczna i kostyczna

Niech A bedzie przestrzenia afiniczng modelowang na przestrzeni wektorowej V. Uzywaé be-
dziemy algebry C*(A) funkcji gtadkich na A oraz zbioru gladkich krzywych w A, czyli gtadkich
odwzorowan I — A, gdzie I jest odcinkiem otwartym. Wygodnie jest zalozy¢, ze odcinek ten
zawiera (. Pochodna krzywej v w punkcie t = 0 jest odwzorowaniem liniowym z R do V. W
ponizszej definicji wystepuje +/(0)1, czyli warto$é odzworowania 7/(0) na 1 € R:

Definicja 2 Wektorem stycznym do krzywej v w punkcie ¢ = 0 nazywamy pare (7(0),7/(0)1) €
A x V. Punkt 7(0) € A nazywamy punktem zaczepienia wektora ((0),~'(0)1). Zbi6ér wektoréw
stycznych do wszystkich krzywych w A oznaczamy TA i nazywamy przestrzenig styczna do A.
Zbioér wektorow zaczepionych w a € A oznaczamy T,A

Jest rzecza oczywista, ze TA = A x V', gdyz dla dowolnej pary (a,v) znalezé mozna krzywa
dla ktoérej ta wiasnie para jest wektorem stycznym, np. t — a + tv. Podobnie oczywiste jest,
ze T,A = V. Przestrzen wektoréw stycznych do A w punkcie a ma wiec strukture przestrzeni
wektorowej. Na razie nie bedziemy blizej zastanawiaé sie nad ta struktura (wektorowa). Prosze
jednak zapamietaé te obserwacje. W tym momencie wydaje sie ona oczywista (skoro T,A =V,
a V jest przestrzenia wektorowa, to T,A tez jest przestrzenig wektorowa), ale juz wkroétce
sytuacja sie nieco skomplikuje.

Niech ® : A D U — R", a — (¢'(a),...¢"(a)) bedzie ukladem wspdtrzednych w A. W
szczegblno$ci oznacza to, ze pochodne @' (a) oraz (®~1)(®(a)) sa rzedu n dla a € U. Ustalmy
punkt a € U. Niech ~; oznacza krzywa

t— () =27 (¢'(a),...,¢'(a) +1,...,¢"(a)).

Wektory styczne do krzywych +; w ¢t = 0 rozpinaja przestrzen T,A. Zauwazmy, ze wektor
styczny do krzywej v; jest obrazem wzgledem (®71)(®(a)) i-tego wektora bazy standardowej
w R". Maksymalny rzad pochodnej ®~! gwarantuje, ze wektory styczne do krzywych 7; sa
liniowo niezalezne, stanowia wiec baze T,A. W geometrii rozniczkowej mowimy, ze jest to baza
pochodzaca od uktadu wspotrzednych. Wprowadzamy tez specjalne oznaczenia: Wektor styczny
do krzywej 7; oznaczamy

0
2 b 8,
00 ub 0

jesli odwotywanie si¢ do konkretnej nazwy wspotrzednych ¢ nie jest konieczne. Wektor (a,v)
mozemy teraz zapisa¢ przy pomocy wspotrzednych (pla), ..., ¢"(a), @' (v),...,o"(v)) jesli

v= (V)0 + -+ "(v)0,.
Odwzorowanie
UxV >3 (a,v)— (¢a),...,o"a), o' (v),...,¢"(v) € R x R”

jest uktadem wpotrzednych w otwartym podzbiorze przestrzeni stycznej. Oznaczanie wektorow
stycznych symbolem zwigzanym z rézniczkowaniem ma gleboki sens, o ktérym za chwile.

Definicja 3 Przestrzenig styczng do powierzchni S C R™ nazywamy zbior wektoréw stycznych
do krzywych, ktorych obrazy leza w S. Przestrzen styczna do S oznaczymy TS

4



Przestrzen styczna TS jest zgodnie z definicja podzbiorem przestrzeni stycznej TR™ = R" x
R". Kazdy wektor styczny ma dobrze zdefiniowany punkt zaczepienia. Formalnie rzecz biorac
mamy wiec odwzorowanie g : TS — S. Mozemy wyrézni¢ takze T,S = 75 (z), czyli zbiér
wektorow stycznych zaczepionych w punkcie x. T,S jest podzbiorem w T,R" = R", jednak
w roznych punktach podzbiory te moga by¢ rézne. Nie mamy wiec w TS struktury iloczynu
kartezjanskiego, tak jak to byto w TA. Okazuje sie jednak, ze

Fakt 1 Podzbior T,S jest podprzestrzenig wektorowg w T,R™ wymiaru réwnego wymiarowi
powierzchni.

Dowdéd: Na pierwszy rzut oka nie wida¢ powodu, aby przestrzen styczna do powierzchni w
punkcie bylta podprzestrzenia wektorowa w przestrzeni stycznej do R"™. Podobnie jak nie bar-
dzo wiadomo skad sie w ogdle bierze struktura wektorowa w T,A. Zeby pokazaé, ze TS jest
podprzestrzenig wektorowa musimy siegnaé¢ az do wspélrzednych na S. W Swiecie geometrii
rozniczkowej oznacza to uzycie brutalnej sity! Niech wigc x bedzie punktem powierzchni S i
niech ® bedzie uktadem wspotrzednych w otoczeniu x takim jak w definicji powierzchni. Ozna-
cza to, ze wspotrzedne "1 .. . " znikaja dla punktéw na powierzchni, ponadto ®(z) = 0.
Krzywa ~ lezaca w S i przechodzaca dla t = 0 przez x ma wiec opis we wspolrzednych
t= (¢'(v(1), *(7(1), ... " (7(1)),0,..., 0).

Niech teraz (x,v) i (z, w) beda elementami T,S. Czy (z,v+w) oraz (z, \v) tez sa elementami
T,S? Zaproponujemy krzywe, ktérych obrazy leza w S i ktérych wektory styczne to (z,v + w)
oraz (z, A\v) korzystajac z istnienia krzywych dla (z,v) i (z,w). Niech wiec v, : I — S C A oraz
Yo : I — S C A beda odpowiednimi krzywymi. Latwo jest zdefiniowaé krzywa reprezentujaca
(x, \v):

Tw(t) = Y0 (AT)

dla odpowiednio matych ¢, aby argument krzywej ~, miescit sie w dziedzinie. Wtedy istotnie
To(0)1 =AY (0)1 = Av.
Trudniej jest dla (z,v 4+ w). Musimy postuzy¢ sie uktadem wspétrzednych:

Yorw(t) = @7HP(10(1)) + P(u(t))).

Idea jest nastepujaca: nie mozemy dodawaé krzywych w A (nie ma dodawania punktéw), nawet
jesli A = R" i uzyjemy struktury wektorowej do dodania v, (t) +,(t) to powstata w ten sposéb
krzywa zapewne nie bedzie lezata w S a prawdopodobnie takze nie bedzie przechodzita przez
x, chyba, ze © = 0. Obrazy krzywych wzgledem ® przechodza przez 0 (suma wiec tez) oraz leza
w podprzestrzeni wektorowej ! = ... = " = 0 (i suma tez). Ztozenie z ®~! przeprowadzi

wiec sume w pewna krzywa w S przechodzaca przez x. Badamy wektor styczny:

Vogw(0)1 = (@71)(0) [ (x)7,(0)1 + ' ()7,,(0)1] =
(@) (0)2"(2)7,(0)1 + (271) (0) ()7, (0)1 = 7% (0)1 + 7, (0)1 = v + w.

Wykazalismy w ten sposéb, ze T,S jest podprzestrzenia wektorowa w V. Pozostaje kwestia
wymiaru. Pokazemy, ze T,S jest rozpieta przez 0; dla i = 1...k. Jesli krzywa v lezy w S,

to krzywa ® o 7 lezy w podprzestrzeni ! = ... = ¢" = 0 w R", zatem wektor styczny w



t = 0 da sie zapisaé¢ jako kombinacja wektoréw e, . . ., e, z bazy kanonicznej R¥. Wspotezynniki
oznaczymy przez ¢'. Mamy wiec

v="7(0)1= (qu odo ”)/)l (01 = (27" (0)(¢'er + -+ ¢fer) = 'O+ + ¢FO

Wymiar T,S jest conajwyzej k. Wiemy jednak takze, ze (® — 1)'(0) jest rzedu n, wiec wektory
0; sa liniowo niezalezne. [J

Pora na podsumowanie: Zdefiniowalisémy przestrzen styczng do przestrzeni afinicznej A jako
zbior wektorow stycznych do krzywych. Okazalo sie, ze TA = A x V. Zdefiniowalismy takze
przestrzen styczng TS do powierzchni S jako zbiér wektoréw stycznych do krzywych, ktorych
obrazy leza w S. Okazalo sie, ze w ustalonym punkcie T,S jest podprzestrzenia wektorowa
przestrzeni wektorowej T, A = V. Wprowadziliémy takze baz¢ 9; w T,A zwigzana z danym
uktadem wspoétrzednych. Jesli ten uktad wspotrzednych ,,pasuje” do powierzchni S, tzn. jest
taki jak definicji powierzchni, to wektory 0; dlai = 1. ..k rozpinajg T,S. Spdjrzmy teraz szerzej:
zaltézmy, ze mamy parametryzacje x pewnego zbioru otwartego O w S. Wowczas krzywe t ——
k(zt, ... 2t +t, ..., 2%) leza w S i wektory styczne do tych krzywych rozpinaja T,S. Wektory te
oznacza¢ bedziemy, jak poprzednio, 0; lub %, mimo, ze nie mamy wyrdznionego uzupekienia
bazy T,S do bazy V. Do zdefiniowania bazy w przestrzeni stycznej wystarczy parametryzacja
lub uktad wspélrzednych na samym S, nie koniecznie w otoczeniu. Na nastepnym wyktadzie
zajmiemy sie przestrzeniami dualnymi (T, A)*, (T,S)*. Mowa tu o dualnosci w sensie algebry
liniowej.
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