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1 Przestrzen styczna i kostyczna c.d.

Pora na podsumowanie: Zdefiniowaliémy przestrzen styczng do przestrzeni afinicznej A jako
zbior wektorow stycznych do krzywych. Okazalo sie, ze TA = A x V. Zdefiniowalismy takze
przestrzen styczng TS do powierzchni S jako zbiér wektoréw stycznych do krzywych, ktorych
obrazy leza w S. Okazalo sie, ze w ustalonym punkcie T,S jest podprzestrzenia wektorowa
przestrzeni wektorowej T,A = V. Wprowadziliémy takze baz¢ 9; w T,A zwigzana z danym
uktadem wspoétrzednych. Jesli ten uktad wspotrzednych ,,pasuje” do powierzchni S, tzn. jest
taki jak definicji powierzchni, to wektory 0; dla ¢ = 1...k rozpinaja T,S. Spdjrzmy teraz
szerzej: zalézmy, ze mamy parametryzacje K pewnego zbioru otwartego O w S. Wowczas krzywe
t— w(xl,.. . 2t +t,...,2%) leza w S i wektory styczne do tych krzywych rozpinaja T,S.
Wektory te oznaczaé¢ bedziemy, jak poprzednio, 9; lub aiﬂ mimo, ze nie mamy wyrdznionego
uzupetnienia bazy T,S do bazy V. Do zdefiniowania bazy w przestrzeni stycznej wystarczy
parametryzacja lub uktad wspoétrzednych na samym S, nie koniecznie w otoczeniu.

Zauwazmy, ze przestrzen styczna TS do powierzchni S sama tez jest powierzchnig zanu-
rzong w A x V. Odpowiedni uktad wspotrzednych mozna skonstruowaé korzystajac z uktadu
wspotrzednych ® w otoczeniu U punktu x € S. Nowy uktad wspoétrzednych bedzie okreslony w
UxVv

UXV 3 (y,w) — (D(y),d (y)w) € R” x R™.

Wektor (y,w) nalezy do TS jedli znikaja wspotrzedne (" 1(y),...¢"(y)) oraz gdy ®'(y)w =

0. Pojecie wektora stycznego jest czesto uzywane w teoriach fizycznych. Wektorem stycznym
jest predkos¢ i przesuniecie wirtualne. Wybierajac jeden wektor styczny w kazdym punkcie
definiujemy pole wektorowe na powierzchni S. Inaczej méwiac

Definicja 1 Polem wektorowym na powierzchni S nazywamy odwzorowanie X : S — TS takie,
ze Tg © X = lds

Majac baze zwiazang z uktadem wspotrzednych mozemy zapisaé¢ pole za pomoca wspotczynni-
kéw rozktadu wektoréw bedacych wartosciami pola w bazie:

X(z) = XY2)0, + X*(2)0y + - - - + X" ()0

Moéwimy, ze pole jest rézniczkowalne (gladkie), jesli funkcje X sa rozniczkowalne (gtadkie).
Uzywajac pojecia pola wektorowego méwi sie w fizyce o polu elektrostatycznym, polu indukeji



magnetycznej, polu grawitacyjnym itd. W mojej opinii inne obiekty geometryczne nadaja sie
do tego nieco lepiej.

Przejdziemy teraz do definicji przestrzeni kostycznej. Zaczniemy tak jak poprzednio od catej
przestrzeni afinicznej A. Jesli f jest funkcja na A, to jej pochodna w ustalonym punkcie f'(a)
jest elementem przestrzeni L(V,R) — odwzorowan liniowych na V' o wartosciach rzeczywistych.
Na wyktadzie z algebry liniowej ta przestrzen nazywata si¢ przestrzeniq sprzezong lub dualng
i byta oznaczana V*. Na potrzeby geometrii r6zniczkowej pochodna f’(a) nazywaé bedziemy
rézniczky funkcji f w punkcie a i oznaczaé df(a). Jest jasne, ze zbidr wszystkich rézniczek
w ustalonym punkcie a to V*. W kontekscie geometrii rézniczkowej bedziemy oznaczaé te
przestrzen T, A, natomiast zbiér wszystkich rézniczek we wszystkich punktach TA. Mamy wiec
T*A=AxV* T:A = V*. Przestrzen kostyczna w punkcie jest dualna do przestrzeni stycznej w
punkcie. Uktad wspétrzednych & umozliwia skonstruowanie bazy przestrzeni kostycznej. Latwo
sprawdzi¢, ze uktad rézniczek (dpl(a),...,dyp"(a)) jest liniowo niezalezny i rozpina przestrzen
kostyczng w punkcie. Wida¢ takze, ze baza ztozona z rozniczek wspotrzednych jest baza dualna
wzgledem bazy (01, ...,0,), tzn.

(dg'(a).0,) = &,

Nietrudno takze zgadnac jak znalez¢ wspotrzedne df(a) w bazie (dp'):

8f 1 8f n
df(a) = 87@1(@)0'90 +oeee D (a)dp",
gdzie 66 SZ; (a) oznacza pochodna czastkowa zlozenia fo®~! wzgledem i-tej wspoirzednej obliczona

w punkcie ®(a).

A co z przestrzenig kostyczna do powierzchni? Niech z € S bedzie ustalonym punktem
powierzchni S zanurzonej w A. Co to jest rézniczka funkeji f okreslonej jedynie na S powiedzie¢
nie potrafimy. Rozumowanie musi wiec iS¢ inna droga.

Definicja 2 Przestrzenig kostyczng do powierzchni S w punkcie x nazywamy przestrzen dualng
do T,S i oznaczamy T.S. Elementy przestrzeni kostycznej w punkcie x nazywamy kowektora-
ma zaczepionymi w x. Zbior wszystkich kowektoréw zaczepionych we wszystkich punktach S
nazywamy przestrzenia (wiazka) kostyczna do S i oznaczamy T*S.

Postugujac si¢ wiedza z zakresu algebry liniowej stwierdzamy, ze przestrzen T..S jest kano-
nicznie izomorficzna z przestrzenia ilorazowa V*/(T,S)°. Na wszelki wypadek warto przypo-
mnie¢, ze skoro T,S jest podprzestrzenia wektorowa w V', to mozemy rozwazacé jej anihilator
(T.S)°, czyli podprzestrzen wektorowa w V* zawierajaca wszystkie kowektory zerujace sie na
T,S. Dzielenie przez te podprzestrzen polega na utozsamieniu ze soba kowektorow, ktoére roz-
nig sie o kowektor znikajacy na T,S. Innymi stowy kowektor na S to klasa réwnowaznosci
kowektorow na A. A gdzie tu rézniczki funkcji na S?

Niech f : S — R bedzie gltadka funkcja na S. W otoczeniu O C A punktu  mozna te funkcje
rozszerzy¢ do funkeji f. Mozna to zrobi¢ na przyktad przy pomocy uktadu wspélrzednych:

F) =@ ' (y),...,¢"),0,...,0)).

Funkcja f zgadza sie z f na O N S. Tego rodzaju rozszerzen jest bardzo wiele i zadne z nich nie
jest wyrdznione. Rozszerzenie jest funkcja okre$lona na otwartym zbiorze w A, zatem mozna



wyznaczy¢ rozniczke tego rozszerzenia w punkcie z. Oczywiscie rézne rozszerzenia moga mie¢
rozne rozniczki, jednak beda one nalezaty do tej samej klasy réwnowaznosci wzgledem dzielenia
przez (T,S)°. Istotnie, niech (x,v) bedzie wektorem stycznym do krzywej « lezacej w S. Niech

takze f i f beda rozszerzeniami funkcji f, wtedy

(df(x)=df(z),v) = (df (x),v) = (df(x),0) = (fo7)'(0)—=(Foy)'(0) = (fo)'(0)—(foy)'(0) = O,
W powyzszym rachunku wykorzystalismy fakt, ze f o~ = f o~ jesli v ma obraz w S.

Definicja 3 Rozniczkq funkcji f: S — R w punkcie x nazywamy klase rownowaznosci dowol-
nego rozszerzenia funkcji f do funkeji gtadkiej na otoczeniu punktu x w A

Przyktad 1 Rozwazmy powierzchnig¢ S' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}. Niech p € S! bedzie
takim punktem, ktorego wspoétrzedne kartezjanskie to z(p) = cos a, x(p) = sin . W naturalnej
parametryzacji katem biegunowym ¢ punkt ten definiowany jest wiec jako ¢(p) = a. Wsp6l-
rzedne kartezjanskie (z,y) stanowia uktad wspotrzednych na A = R?, podczas gdy wspotrzedna
¢ jest okreslona na S'. W przestrzeni T, A mamy wiec baze (9, 9,) a w T, Abaze (dx(p),dy(p)).
Co to jest dp(p)? Najpierw przestrzen styczna

T,5" = {\,, A € R}, 0, = —sino 0y + cosa 0.
Anihlator (T,S)° zawiera kowektory Adxz(p) + pudy(p) spetniajace warunek
(Adz(p) + pdy(p), —sina 0, + cosa 9,) = 0,
czyli kowektory proporcjonalne do
cos adz(p) + sin ady(p).

Kowektor dyp na S! jest klasg réwnowaznosci kowektoréw na A wzgledem dzielenia przez
(T,51)°. Wiadomo ponadto, ze jesli kowektor nalezy do tej klasy, to obliczony na 9, powi-
nien dac¢ 1, czyli

(Adz(p) + pdy(p), —sin a0, + cosa9y) = 1.

Tym razem A\ = —sin(«), g = cos «, zatem
dp = cosady(p) — sinadx(p) + s[cos adz(p) + sinady(p)], s € R.
Uzywajac wytacznie wspotrzednych kartezjanskich po prawej stronie napiszemy, ze
de = z(p)dy(p) — y(p)dz(p) + s[z(p)dz(p) + y(p)dy(p)], s €R.
)

W dalszym ciagu w oznaczeniach rézniczek zazwyczaj bedziemy pomija¢ odniesienie do kon-
kretnego punktu, pamietajac jednak, ze kazdy kowektor ma swoj punkt zaczepienia. Formalnie
méwigce istnieje odwzorowanie wg : T*S — S przypisujace kowektorowi jego punkt zaczepie-
nia. W teoriach fizycznych kowektory pojawiaja sie rzadziej niz wektory (a powinny czesciej).
Kowektorem jest ped punktu materialnego i sita dziatajaca na punkt materialny.

Mowilismy juz o polach wektorowch, czyli odwzorowaniach S — TS. Podobnie jest dla
przestrzeni kostycznej



Definicja 4 Odwzorowanie o : S — T*S takie, ze mg 0 a = idg nazywamy polem kowektoro-
wym lub jednoformg na S

Przyktadem jednoformy jest rozniczka funkcji z +— df(x). Jednoformy mozna takze zapisywac
w bazie zwiazanej z uktadem wspoétrzednych

a(r) = ap(2)de' + ag(2)dp? + - - - + ag(x)dp".

Méwimy, ze forma jest rozniczkowalna (gtadka) jesli funkcje «y; sa rézniczkowalne (gtadkie),

Zrobimy teraz przerywnik algebraiczny: Niech (V) g) bedzie przestrzenia wektorowa wypo-
sazong w iloczyn skalarny g. Iloczyn skalarny jest to forma dwuliniowa symetryczna, niezdege-
nerowana i dodatnio okreslona, tzn. odwzorowanie

g:VxV-=R

lliniowe ze wzgledu na kazdy argument (dwuliniowo$¢), takie ze g(v,w) = g(w,v) (symetria),
spetniajace warunki g(v,v) = 0 = v = 0 (niezdegenerowanie) oraz g(v,v) > 0 (dodatnia okre-
Slonos¢). Warunek niezdegenerowania mozna wyrazié¢ jeszcze inaczej. Kazda forma dwuliniowa
zadaje odwzorowanie

G:V—V" G)=g(,-).
Forma jest niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy, gdy G jest izomorfizmem liniowym. Iloczyn
skalarny pozwala utozsamié przestrzen wektorowa z jej przestrzenia dualng. Majac baze (e;) w
przestrzeni wektorowej mozemy znalez¢ macierz formy dwuliniowej

Gij = g(@i, 6]').

Macierz formy symetrycznej jest symetryczna wzgledem gléwnej przekatnej, macierz formy
niezdegenerowanej jest niezdegenerowana a macierz formy symetrycznej dodatnio okreslonej
jest diagonalizowalna i ma dodatnie wartosci wtasne (twierdzenie spektralne). Ta sama macierz

G, jest macierza odwzorowania G w bazach (e;) i dualnej (¢7), tzn [G;;] = [G]:.

Zalézmy teraz, ze przestrzen modelowa V' dla przestrzeni afinicznej A jest wyposazona w
iloczyn skalarny. Pozwala nam to liczy¢ dtugosci wektoréow

ol = /g(v,v),
mierzy¢ odlegtosci miedzy punktami przestrzeni afiniczne;j:
d(ay, a) = |lag — aq.
oraz liczy¢ dtugosci krzywych: t
() = [ o)1t
Odpowiednie odwzorowanie

TA > (a,v) — (a,G(v)) € T*A,

ktore dla utatwienia bedziemy oznacza¢ takze litera G, jest izomorfizmem wiazki stycznej z
wiazka kostyczna.



Iloczyn skalarny mozemy mieé takze na powierzchni, w tym sensie, ze przestrzen styczna w
kazdym punkcie x € S moze by¢ wyposazona w iloczyn skalarny g,. Oczywiscie nie mozemy
wybra¢ g, catkiem dowolnie. Majac uktad wspotrzednych w zbiorze U otwartym w S i baze
(0;) w kazdej z przestrzeni stycznych mozemy zapisa¢ macierz g, w bazie. W réznych punktach
macierze te moga by¢ rozne. Kazdy z wyrazéw macierzowych jest teraz funkcja wspotrzednych
punktu na S. Bedziemy wymagac, zeby wyrazy macierzowe zalezaly od wspotrzednych punktu
w sposob gladki. Mowimy wtedy, ze S jest wyposazona w gtadki iloczyn skalarny lub gladka
metryke. Czesto bedziemy spotykaé si¢ z sytuacja, kiedy iloczyn skalarny na powierzchni S
pochodzi od iloczynu skalarnego na przestrzeni afinicznej w ktorej S jest zanurzony.

Przyktad 2 Niech S? bedzie dwuwymiarows sferg zanurzong w R3. Przestrzen styczna T(m,y,z)]R3
w kazdym punkcie wyposazona jest w iloczyn skalarny, ktérego macierz w bazie (9, 9y, 0) jest
macierzg jednostkowa. Sprawdzmy jak wyglada iloczyn skalarny na sferze wyrazony we wspot-
rzednych sferycznych. Parametryzacja sfery ma postac

(¥, p) =cospsind, y(,p) =sinpsindg, z(J,p) = cosv.

Wobec tego wektory styczne w punkcie (1, ¢) wyrazaja sie¢ w bazie (0,, 0y, 0,) wzorami
0, = —sin ¢ sin Y0, + cos ¢ sin ¥9,, Oy = cos pcos O, + sinpcosv d, —sinv 0,

Baza (0., 0,,0,) jest ortonomalna wzgledem iloczynu skalarnego, zatem

9(0,,0,) = sin® psin® ¥ + cos® psin® ¥ = sin® V)

9(0yg, 0y) = cos® pcos® ¥ + sin® pcos® ¥ + sin® ¥ = 1

9(0y,0,) = —sin psin v cos p cos ¥ + cos psin ¥ sinp cos = 0
Macierz iloczynu skalarnego w bazie (0, 0y) ma postaé

sin?d 0
0 1

Jest to jednoczesnie macierz odwzorowania z T, .9)S* do Tf%ﬂ)Sz. Wedtug tego odwzorowania
G(0,) = sin® ¥ dy, G(0y) = do.
)

Mamy teraz wystarczajaca wiedze, aby zapisa¢ definicje gradientu na dowolnej powierzchni
z iloczynem skalarnym. Uwagal!! Gradient ma sens jedynie w obecnosci iloczynu skalarnego !!!

Definicja 5 Niech S bedzie powierzchnig z iloczynem skalarnym g. Gradientem funkcji f €
C>(S) w punkcie x nazywamy wektor styczny G'(df(x)). Mozemy takze zdefiniowaé¢ pole
wektorowe grad f wzorem

grad f = G Lodf
Przyktad 3 Gradient funkcji f na sferze z indukowanym iloczynem skalarnym wyraza sie

wzorem
1 of . of

sin219% ot %&9

grad f =



&

Te pola fizyczne, ktore maja potencjat skalarny, czyli sa gradientami funkcji, czesto lepiej
jest traktowaé jako pola kowektorowe (rozniczke funkcji) niz gradient. W elektrodynamice kla-
sycznej pole elektryczne jest zdecydowanie polem kowektorowym, czyli jednoforma. Wiekszos¢
rachunkow zwiagzanych z takim polem wykonuje sie tatwiej z uzyciem form niz wektoréw.
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