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1 Alternatywne spojrzenie na wektory styczne

Definicja 1 Algebrg nazywamy przestrzen wektorowa A wyposazong w dziatanie A x A — A,
zwane zazwyczaj mnozeniem, ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument.

Algebra jest pojeciem bardzo ogdlnym. Czesto dodaje sie do niej rozmaite doprecyzowujace
przymiotniki: algebra taczna oznacza, ze mnozenie ma wtasnos¢ tacznosci, algebra z jedynka
oznacza, ze w algebrze jest element neutralny ze wzgledu na mnozenie, algebra Liego oznacza,
ze mnozenie jest antysymetryczne i spetnia dodatkowy warunek nazywany tozsamoscia Jacobie-
go... itd. Jak w przypadku kazdej struktury algebraicznej mowimy o homomorfizmach algebr,
czyli liniowych odwzorowaniach zachowujacych strukture algebry. W swiecie algebr sa tez inne
wazne odwzorowania

Definicja 2 Niech A, B beda algebrami i niech p : A — B bedzie homomorfizmem algebr.
Odwzorowanie liniowe D : A — B nazywamy rozniczkowaniem nad homomorfizmem p jesli
speliony jest warunek

D(ayaz) = D(a1)p(az) + p(a1)D(az).

7Z cala pewnoscig spotkali sie juz pafistwo z takim odwzorowaniem. Jesli A = C}(R) oznacza
algebre rozniczkowalnych funkcji rzeczywistych, B jest po prostu R a homomorfizm p ozna-
cza ewaluacje funkcji w punkcie zo € R, to obliczanie pochodnej funkcji w punkcie xy jest
rozniczkowaniem. Istotnie, zgodnie z reguty Leibniza mamy

(f9) (w0) = f'(z0)g(wo) + f(20)g'(20).

Jedli teraz A = C>*(A) dla przestrzeni afinicznej A, B = R a p jest jak poprzednio ewaluacja
funkcji w punkcie a, to kazda krzywa v przechodzaca przez a dla t = 0 definiuje rézniczkowanie
algebry C*(A) o wartosciach w R. Istotnie, jesli D, (f) = (f o~)'(0) to

D,(fg) = ((f9) ©7)'(0) = f(7(0))(g ©7)'(0) + 9(+(0))(f ©7)'(0) = f(a) D;(g) + g(a) D-(f)

W powyzszych rachunkach zrobiliSmy uzytek z przemiennosci algebry funkeji nie dbajac o kolej-
nos¢ mnozenia. Oczywiscie rozne krzywe moga definiowaé to samo rézniczkowanie, precyzyjniej
krzywe, ktore maja ten sam wektor styczny definiujg to samo rozniczkowanie.

Whniosek 1 Wektory styczne w punkcie a sq rézniczkowaniami algebry funkcji gtadkich na A.
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Powstaje teraz pytanie czy kazde rézniczkowanie jest tej postaci? Okazuje sie, ze tak. Zeby to
stwierdzi¢ potrzebujemy pewnego lematu dotyczacego funkcji na R™:

Lemat 1 (O funkcjach znikajacych w punkcie) Niech f bedzie funkcje gladkq na otocze-
niu O punktu 0 € R"™. Niech takze f(0) = 0. Wéwczas f(x) = z'g;(z) dla pewnych funkcji
gtadkich g;.

Dowéd: Ustalmy x € O i zdefiniujmy
F:1—-R, F(t)=f(0+tz).

Odcinek I jest na tyle duzy, zeby zawiera¢ 0 i 1. Funkcja F' jest gladka, gdyz funkcja f jest
gtadka, wiadomo takze, ze F'(0) = 0. Zgodnie z podstawowym twierdzeniem rachunku réznicz-
kowego i catkowego

of

F(1) = /01 F'(s)ds, F'(s) = &Ei(sx)xi.

Mozemy wiec napisa¢ réwnosé

19 A 19 ,
flz)=F(1) = ; 03]; (sx)x'ds = a' ; 8!;(,%) ds = z'g;(x)
dla -
gi(z) = ; ai:(sx) ds.

Skoro funkcja f jest gtadka, to funkcje g; takze sa gtadkie (twierdzenia o catkach z parametrem).
O

Teraz mozemy juz udowodnic¢, ze

Fakt 1 Dia kazdego rézniczkowania D algebry C*°(A) w punkcie a istnieje krzywa vy taka, Ze
D(f) = (f=7)'(0).

Dowéd: Zauwazmy przede wszystkim, ze jesli algebry o ktérych mowa sg algebrami z jedynka,
to rozniczkowanie znika na elementach proporcjonalnych do jedynki. Istotnie

D(1a) = D(1a-14) = p(14)D(1a) + (La)p(1a) = 15D(14) + D(14)1p = 2D(14).

Skoro wiec D(14) = 2D(14) to oczywisci D(14) = 0 i z liniowosci D(Al4) = 0. Jedynka
w algebrze funkcji na A jest funkcja stata réwna 1. Nasze rézniczkowanie D znika wiec na
funkcjach statych.

W dalszym ciagu uzywac¢ bedziemy afinicznego uktadu wspotrzednych na A zadanego przez
baze (e;) w przestrzeni modelowej V' oraz punkt a, tzn.

R" > (z',...,2") — b=a+ 2'e; € A.

Funkcje na A mozna zapisywaé jako funkcje na R" sktadajgc z powyzszym odwzorowaniem.
Wsp6trzedne z° dobrze jest traktowaé jak funkcje na A. Jesli (¢') jest baza dualna do (e;) to

7' (b) = €'(b — a).



W otoczeniu punktu a (we wspolrzednych punkt 0) funkcje gtadka mozna zapisaé¢ w mysl lematu
jako .

f(b) = f(a) + z*(b)gi(b).
Wtedy

D(f) = D(f(a) + xigz’) = D(37igi) = xi(a)D(gi) + D(ﬂfi)gi(a) = D@i)gi(a)- (1)

Wartos¢ D na f zdeterminowana jest wiec poprzez uktad n liczb v = D(x') bedacych war-
tosciami D na funkcjach wspotrzedno$ciowych. Latwo teraz zaproponowaé krzywa v taka, ze
D, = D, mianowicie v(t) = a + tv'e;. Istotnie

Ccli(f(a) + 7' (a + tv'e;))g(a + tv'e;)) =
vigi(a) + 7' (@)gi(a)(vVe;) = vigi(a) ()

Wiyniki (1) i (2) sa jednakowe (z uwzglednieniem oznaczen), co pokazuje, ze D = D.,.J

W ten sposob znalezlismy w koncu jakie$ nieprzypadkowe zrédto struktury wektorowej w
przestrzeni stycznej — rézniczkowania algebry tworzg przestrzen wektorowg! Postugujac sie tymi
samymi metodami wykaza¢ mozna tatwo podobny fakt dotyczacy algebry funkcji na powierzchni
i przestrzeni T.S. Wszystkie rachunki wykonywane byly na wspolrzednych, mozna wiec je po
prostu przepisac

d —(fla+tv'e;)) =

Dy(f) = (f o7 (0) = &

Fakt 2 Istnieje kanoniczny izomofrizm miedzy przestrzeniq rézniczkowari algebry C*(S) nad
ewaluacjg w punkcie x a przestrzenig styczng T,S.

Niech X bedzie polem wektorowym na powierzchni S. Wartos¢ pola w punkcie z € S jest
rozniczkowaniem algebry funkji - w dzialanu na funkcje zwraca liczbe. Zbierajac te liczby punkt
po punkcie w S otrzymujemy funkcje na S. Innymi stowy, dziatajac polem wektorowym na funk-
cje na S otrzymujemy funkcje na S. Reguta Leibniza obowigzujaca w punkcie przenosi si¢ na
regute Leibniza dla dzialania pél na funkcjach. Pola dziataja na funkcjach jak rézniczkowania.
Odpowiedni homomorfizm algebr to tym razem identycznosé. Poniewaz wszystkie rozniczkowa-
nia nad ewaluacjg w punkcie to wektory styczne, tatwo jest wykazac fakt

Fakt 3 Istnieje jednoznaczna odpowiednio$é miedzy rézniczkowaniami algebry C*°(S) nad iden-
tycznosciq 1 gltadkkimi polami wektorowymi X (S) na powierzchni S.

Dowéd: Drzialanie pola wektorowego X na funkcji f dane jest wzorem (X f)(z) = X(x)f.
Rachunkiem sprawdzamy, ze wzor ten okresla rozniczkowanie. Niech teraz D bedzie rozniczko-
waniem algebry C*(S) nad identycznoscia. Wowczas ztozenie p, o D jest rozniczkowaniem tej
algebry nad ewaluacjg w punkcie x. Istotnie,

pzo D(fg) = p(x)(D(fg)) = p(fD(g) + gD(f)) =
f(@)D(g)(x) + g(x)D(f)(x) = f(x)p. 0 D(g) + g(x)p. o D(f).

Zatem p(x) o D jest wektorem stycznym zaczepionym w punkcie z i mozna zdefiniowaé odwzo-
rowanie
Xp: S2x+——pxoDeTS,
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ktore jest polem wektorowym na S. Gtadkos¢ pola Xp sprawdzimy dzialajac na funkcje wspot-
rzednosciowe (). Wiadomo, ze D(z?) jest funkcja gladka, z drugiej strony Xp(z') = D(2") =
X4, gdzie
Xp= X501+ + X}0h.
Funkcje X% sa zatem gladkie, co dowodzi gtadkosci pola Xp. [J
W dalszym ciagu nie bedziemy odréznia¢ w notacji pola wektorowego od rézniczkowania z
nim zwigzanego.

Definicja 3 Niech D; i D, beda rézniczkowaniami algebry A nad identycznoscig. Komutato-
rem rézniczkowan D i Dy nazywamy odwzorowanie [Dy, Do) = Dy 0 Dy — Dy o D;.

Fakt 4 Komutator rézniczkowan jest rozniczkowniem.

Dowé6d: Sprawdzamy bezposrednim rachunkiem. [

7 faktéw 3 i 4 wynika, ze komutator rézniczkowan odpowiadajacych polom wektorowym
takze jest polem wektorowym. Przeprowadzajac stosowny rachunek we wspotrzednych stwier-
dzamy, ze jedli X = X0; oraz Y = Y0; to

LY LOX7

2 Odwzorowanie styczne i cofniecie formy

W dalszym ciagu przyda nam sie jakie$ oznaczenie na wektor styczny do krzywej v w ¢ = 0. Do
tej pory korzystaliSmy z oznaczenia /(0)1 odnoszacego sie do faktu, ze krzywa na powierzchni
jest jednoczesnie krzywa w przestrzeni afinicznej w ktérej zanurzona jest ta powierzchnia, zatem
pochodna odwzorowania R — A w punkcie jest odwzorowaniem liniowym z R do przestrzeni
modelowej V. Wektor styczny to para (0) i warto$¢ pochodnej na ,wektorze” 1 € R. W
geometrii rozniczkowej przyjete sa dwa oznaczenia: wektor styczny do krzywej v w ¢t = 0
oznaczamy §(0) albo, jesli jest wygodniej ty(0). Czasami jest wygodniej uzy¢ innej wartosci
parametru, piszemy wtedy (t) lub ty(t).

Niech M i N beda powierzchniami wymiaru m i n odpowiednio, niech takze F': M — N
bedzie odwzorowaniem gltadkim. Oznacza to, jak zwykle, ze gltadkie sa wyrazenia ' w uktadzie
wspotrzednych, precyzyjniej, jesli @ jest uktadem wspoétrzednych w oroczeniu x € M i ¥ ukta-
dem wspdtrzednych w otoczeniu F(x) € N, to gladkie ma by¢ odwzorowanie Wo Fo®~! : R™ —
R™. Zbadamy teraz, jaki zwiazek miedzy wektorami stycznymi i kowektorami na powierzchniach
N i M wynika z istnienia odwzorowania F'.

Krzywa v : [ — M ztozy¢ mozna z odwzorowaniem F' otrzymujac krzywag w N. Uwaga:
jesli dwie krzywe v; i 79 w M majg ten sam wektor styczny, to takze krzywe Flovy; i Foy, w N
majg ten sam wektor styczny. Mozna to tatwo sprawdzi¢ badajac rézniczkowania odpowiadajace
tym krzywym. Dla dowolnej funkcji f € C*(/N) mamy

Droy (f) = (fo Foy)(0) =---

Na powyzszy napis mozna tez patrze¢ jak na dziatanie rézniczkowania D, na funkcje f o F
okreslona na M. Rozniczkowanie to jest takie samo jak rézniczkowanie D.,. Wobec tego

.= (f ol 072)/(0) = DFovz(f)‘
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Z dowolnodci funkcji f wynika, ze rézniczkowania Dpoy, 1 Droy, S réwne, odpowiadajace im
wektory styczne tez. Ma sens zatem nastepujaca definicja:

Definicja 4 Odwzorowanie
TF:TM — TN, TF(ty(0)) = t(F o ~)(0).
nazywamy odwzorowaniem stycznym do F.

Tym razem uzyliSmy oznaczenia ty(0) na wektor styczny do krzywej v w punkcie 0, gdyz sta-
wianie kropki nad ztozeniem F o~ jest niewygodne. Oznaczenie ty(0) jet szczegdlnie przydatne,
gdy krzywa definiujgca wektor sama ma skomplikowang i dtugg definicje. Odwzorowanie stycz-
ne obciete do przestrzeni stycznej w jednym punkcie jest odwzorowaniem liniowym, elementem
L(ToN, Tp@yM).

Przyklad 1 Niech M = S? bedzie sferg dwuwymiarows zaé N = R? ptaszczyzng. Odwzoro-
wanie F' przyporzadkowuje punktwi na sferze rzut stereograficzny punktu wzgledem bieguna
potnocnego. Odwzorowanie F' zapiszemy we wspolrzednych przyjmujac wspotrzedne sferyczne
(p,9) na S% i wspotrzedne kartezjanskie (X,Y) na R2

¥ v
F(p,9) = (cot 5 COS%, cot B sin ¢),

Uzywamy tutaj oznaczenia F' na odwzorowanie wyrazone we wspotrzednych zamiast Wo Fod~1,
co jest w geometrii rézniczkowej przyjeta praktyka. Znajdziemy obrazy wektoréw stycznych 0,,
0g. Wektory te sa styczne do krzywych v, (t) = (¢ +t,7), 19(t) = (¢, +t). Obrazy wektorow
0, 1 Oy sa styczne do krzywych

v+t .
cos @, cot —5sin ©).

9 9 9+t
F on,(t) = (cot B cos(p + t), cot B sin(p + 1)), F oyy(t) = (cot i
Roézniczkujac wspohrzedne po parametrze ¢ otrzymujemy wyrazenia na TF(0,), TF(0y)

TF(0,) = —cot ;9 sin(p) dx + cot ;9 cos(p) Oy,
1 1

TEG) = =5 may2 W%~ 5557

sin(yp) Oy
Macierz odwzorowania liniowego TE z T, 9)S? do Tr(,9) w bazach pochodzacych od uktadéw
wspotrzednych to
— cot g sin(ep) —m cos(p) )
cot ¥ cos(¢p) _Wlﬂﬂ sin(yp)
Wyrazy macierzowe sa funkcjami wspotrzednych, poniewaz w kazdym punkcie odwzorowanie

styczne jest inne. Wartosci TF sy wektorami na R2, wiec czasami mozemy chcie¢ wyrazié
wspOlezynniki przy wektorach bazowych takze we wspotrzednych (X, Y)

TF(d,) = -Y 0x + X 0y,
X24+Y?%2+1 X24+Y?%2+1

TF@y) = - L T xgy - L T
N S TR Vs o o

Y Oy.
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Przyklad 2 Rozwazanie dziatania odwzorowania miedzy powierzchniami na kowektory za-
czniemy od dwoch przyktadéw. Zacznijmy od odwzorowania F' z przyktadu 1. Funkcje wspot-
rzednosciowe X i Y na R? definiuja funkcje

vV v
FoX(p,0) :cot§cos<p, FoX(p,0) :COtECOSg)

na S%. Rézniczki tych funkcji s elementami T*S2. Mozemy wicc sprobowaé zdefiniowaé wartodci
odwzorowania kostycznego na rozniczkach wzorami T*F(dX) = d(F o X) oraz T*F(dY) =
d(FoY)

V 1
T*F(dX) = —cot 3 sin pdp — 52 cos pdv
T*F(dY’) = cot v d g dv
= cot 5 cos pdy 2sin19/2sm(’0

Wyglada wiec na to, ze odwzorowanie kostyczne dziata w druga strone, z T’(‘ny)R2 do T>(k<p719)5 2
gdzie punkty (X,Y) i (p,9) sa zwiazane przez odwzorowanie F. W tym przyktadzie moze-
my zebra¢ odwzorowania kostyczne dzialajace miedzy przestrzeniami w ustaalonych pinktach
w jedno odwzorowanie dziatajace z T*R? do T*S?. Na punktach zaczepienia kowektoréw to
odwzorowanie dziala jak F~!. Co jednak, gdy F nie jest odwracalne? Zastanowimy sie nad
tym za chwile badajac kolejny przyktad. Spojrzmy jeszcze tylko na macierz odwzorowania T*F
dziatajacego z T{yyyR? do T(, 4 S* w bazach ztozonych z rézniczek wspotrzednych

— cot g sin pdp  cot g cos wdy

1 L (4)
T 2sind/2 Cos @ " 2sind/2 S @

Macierze (3) i (4) sa wzajemnie transponowane. Uzyte bazy w przestrzeniach stycznej i kostycz-
nej sa wzajemnie dualne, zatem odpowiednie odwzorowania sa sprzezone, tzn (TF)* = T'F.
Zmiana kierunku dziatania odwzorowania przy sprzezeniu jest zjawiskiem znanym z algebry
liniowe;j.

L

Przyktad 3 Wezmy M = R>, N =R i G : R* - R, G(z,y) = y — z*. Odwzorowanie to
nie jest odwracalne. Przeciwobraz punktu r € R jest podzbiorem {(x,y) : y — 2? = r} w
R2, czyli parabola o réwnaniu y = 22 + r. Mozemy zapisa¢ odwzorowanie kostyczne miedzy
przestrzeniami T R i Tz‘x’y)Rz, jesli tylko y = 2% 4 r.

T*G(dr) = dy — 2zdz,

jednak kolekcja tych odwzorowan nie jest odwzorowaniem. Jest to jednak bez watpienia relacja
miedzy T*R a T'R2.



Definicja 5 Odwzorowanie F': M — N zdaje relacje T*F miedzy przestrzeniami kostycznymi.
Dwa kowektory a € T;M i 3 € TN sa w relacji jesli

y=F(z) oraz Yve T,N a(v)=F(TF(v)).
Relacje te nazywamy relacjq kostyczng

Jesli F' nie jest odwracalne relacja kostyczna nie jest odwzorowaniem. Na poziomie punktéw
zaczepienia ,jidzie” w te sama strone co odwzorowanie F', zas na poziomie kowektoréw w prze-
ciwna. Relacja ta obcigta do przestrzeni T, M x Tp N jest odwzorowaniem liniowym (TF)*
sprzezonym do odwzorowania stycznego. W przyktadzie 2 uzywaliSmy nieco innej definicji od-
wzorowania kostycznego: T*F(df) = d(f o F'). Czy to jest to samo? Wiemy, ze kazdy kowektor
jest rozniczka jakiej$ funkeji w punkcie. Niech wiec f =df(y), f: N — M. Czy a = d(foF)(x)
jest w relacji z (3 zgodnie z definicja? Zaktadamy oczywiscie, ze y = F(z). Niech v € T, N, niech
takze v bedzie krzywa w M taka, ze v odpowiada rézniczkowaniu D, .

a(v) = (d(fo F)(z),v) = Dy(foF) = (foFoy)(0) = Droy(f) = (df(y), TF(v)) = B(TF(v)).

Jak na razie relacja kostyczna wydaje si¢ nieco dziwniejszym obiektem niz odwzorowanie
styczne. Jednak jesli zaczniemy dziata¢ nie na pojedynczych wektorach czy kowektorach ale na
polach wektorowych i formach relacja kostyczna ta okaze sie duzo przyjemniejsza w obstudze.
Od tego zaczniemy kolejny wyktad.
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