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1 Odwzorowanie styczne i cofniecie formy

cd:

1.1 Transport pola wektorowego i cofniecie formy

W poprzednim paragrafie zdefiniowaliSmy odwzorowanie styczne i relacje kostyczna. Sprawdzmy
jak dzialajg one nie tylko na pojedyncze wektory i kowektory ale na pola wektorowe i formy.
Niech F' : M — N bedzie odwzorowaniem gltadkim. Zauwazmy, ze jesli y = F(z) to dla
B, € T, N istnieje doktadnie jeden kowektor w T; M bedacy w relacji kostycznej z 8. Wynika to
z faktu, ze relacja kostyczna obcieta do przestrzeni kostycznych w punktach x i y = F(z) jest
odwzorowaniem liniowym (sprzezonym do TF'). Jesli wiec 3 jest jednoforma na N, to wzoér

M>x+— TF(B(F(x)) e T"M (1)
okresla jednoforme na M. Zobaczmy jak to wyglada na diagramie
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Definicja 1 Jednoforme zadana wzorem (1) oznaczaé bedziemy F*[3 i nazywaé cofnieciem
formy B przez odwzorowanie F'. Zamiast ,cofnigcie” mowi sie tez czasami ,pull-back”.

Szczegbnie prosto wyglada wzér na cofniecie jednoformy, ktora jest rozniczka funkceji
F*df =d(foF).

Gdybysmy funkcje f o F' oznaczyli F* f i nazwali cofnieciem funkcji, moglibysmy stwierdzi¢, ze
cofniecie jest przemienne z braniem rézniczki F*df = d(F*f).

Nieco gorzej ma sie sprawa z polami wektorowymi. Odwzorowanie styczne dziata .z lewej
do prawej”
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i jesli istnieja xy # x4 takie, ze F'(x1) = F(z2) to moze si¢ zdarzy¢, ze TF(X (x1)) # TF(X (x2)).
W takim przypadku pola X nie mozna przetransportowa¢ z M do N. Kazde pole wektorowe
da sie przetransportowac jedynie gdy F' jest dyfeomorfizmem:

F.X(y) =TF(X(F () (2)

Jedli F' nie jest dyfeomorfizmem daja sie (czasami) przetransportowaé niektére pola. Na przy-
klad jesli F: R? — R, F(z,y) = x to transport istnieje dla pél postaci X = f(2)0, + g(z,y)d,.
Wtedy F.X = f(x)0,.

Definicja 2 Pole wektorowe zdefiniowane wzorem (2) nazywamy transportem pola X przez
odwzorowanie F'. Zamiast ,transport” mowi sie tez czasami ,,popchniecie” lub ,,push-forward”.

2 Wielokowektory i wieloformy na powierzchni

Ponizsze notatki powstaly z uzyciem notatek do wyktadow Matematyka II i Matematyka 111,
wiec mogq Panstwo mieé czasami wrazenie, Ze autor niepotrzebnie rozdziela wtos na czworo. Z
drugiej strony jednak ,wykladanie kawy na lawe” ma tez swoje zalety...

Definicja 3 Niech V' bedzie n-wymiarowsa przestrzenig wektorowa nad ciatem liczb rzeczywi-
stych. Formg k-lintowg nazywamy odwzorowanie:

w:VxVx...xV-—R,

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla kazdego ¢, dowolnych wektorow v;,
j=1...k, v} idowolnych A\, u € R zachodzi

CU(UI,UQ,"' ’Avi_i_luq};?... 7”]4;) :)\w(vl,UQ,"' 7Ui7”' 7Uk)+MW(U1;U2,"' ,’U;,"' 7Uk>

7 kursu algebry i analizy znaja panstwo dobrze formy dwuliniowe, szczegdlnie dwuliniowe syme-
tryczne (np. iloczyn skalarny, druga pochodna funkcji wielu zmiennych obliczona w ustalonym
punkcie, tensor bezwtadnosci ciata sztywnego...).

Wsréd wszystkich form k-linowych wyrdznimy teraz szczegdlnie funkcje antysymetryczne,
to znaczy majace wlasnosé

W(Ul,vg,"‘ ,Ui,...,Uj,"' ,Uk) = —W(Ul,’UQ,"' ,Uj,...,?}i,"' ,’Uk) (3)

dla dowolnych ¢ # j. Formy k-liniowe antysymetryczne nazywane sg tez k-formami antysyme-
trycznyma, lub k-kowektorama.

Omawiajac odwzorowania liniowe i formy dwuliniowe stwierdziliémy, ze wtasnos¢ liniowosci
powoduje, ze odwzorowanie jest jednoznacznie okreslone przez wartosci na wektorach bazowych.
Stad na przestrzeni n-wymiarowej do zdefiniowania formy dwuliniowej potrzeba n? liczb:

Q VxV — R, Qij = Q(ei,ej).



Jedli wiadomo, ze forma jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n + 1)/2 wartosci. Jesli forma
jest antysymetryczna potrzeba jeszcze mniej n(n — 1)/2, gdyz wyrazy diagonalne @; musza
by¢ zero: z warunku antysymetrii wynika, ze dla dowolnego v € V

Qv,v) = =Q(v,v)
Po opuszczeniu koloréw (w konicu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy
Q(Ua U) = —Q(U, U)a (4)

czyli Q(v,v) = 0. Innymi stowy przestrzen wektorowa wszystkich form dwuliniowych ma wymiar
n? a podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio n(n +
1)/2 i n(n — 1)/2. Jedli zauwazymy ponadto, ze forma, ktéra jest jednocze$nie symetryczna i
antysymetryczna musi by¢ zerowa, oraz ze

n(n+1)+n(n—1) :n2+n+n2—n:n2
2 2 2

zrozumiemy, ze przestrzen wszystkich form dwuliniowych jest sumg prosta podprzestrzeni form
symetrycznych i podprzestrzeni form antysymetrycznych. Kazda forma dwuliniowa da si¢ wiec
roztozy¢ w sposob jednoznaczny na cze$¢ symetryczna i antysymetryczna:

Q(U7w) = Q—(U7 w) + Q+(v,w)

Q- (0,0) = 5[Qv,w) = Q)] Quloyw) = 5[Qv,w) +Q(uw,v)]

Dla k£ > 2 takze jest prawda, ze forma k-liniowa jest jednoznacznie okreslona przez war-
toéci na bazie, zatem przestrzen takich odwzorowan jest przestrzenig wektorowa wymiaru n*.
W tej przestrzeni sa takze wyrdznione podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycz-
nych, ktorych czedcia wspolng jest przestrzen zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpuja
przestrzeni wszystkich form. Zastanéwmy sie nad wymiarem przestrzeni A* V* form antysy-
metrycznych (pochodzenie dziwnego oznaczenia A* V* wyjasni sic wkrotce) . Niech w oznacza

forme antysymetryczng. W zbiorze n* liczb
wiliz...ik = w(eil, 61‘2, Ce 7€ik)

jest wiele zer. Wystarczy, ze w ukladzie (e;,, e, ..., ¢;, ) korykolwiek wektor bazowy powta-
rza sie, a juz warto$¢ w na tym ukladzie musi byé¢ réwna zero jak w (4). Jesli zas uktad
(€ir, €y, - - -, €;, ) Die zawiera powtarzajacych sie wektoréw, to wartos¢ w na tym uktadzie rézni
sie¢ od wartosci w na uktadzie zawierajacym te same wektory tylko uporzadkowane rosnaco ze
wzgledu na indeks, tylko znakiem. Wniosek: do zdefiniowania k-formy wystarczy tyle liczb
ile jest réznych podzbioréow k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Siegajac do wiedzy z
zakresu kombinatoryki stwierdzamy, ze jest ich

="t dimAVI=
( k ) Kin—&) " i /\ Kl(n — k)



Powyzsze rozwazania prowadzg takze do wniosku, ze przestrzen k-form antysymetrycznych dla
k > n jest zerowa, natomiast przestrzen n-form ma wymiar réwny 1. Znamy juz przynajmniej
jeden przyktad n-kowektora: Jesli kolumny macierzy potraktujemy jak elementy R™ wyznacznik
jest n-kowektorem na R". Podsumujmy teraz wtasnosci k-kowektoréw. W ponizszych wypowie-
dzach « jest k-kowektorem:

o Jesli wérod argumentéw o ktorykolwiek z wektorow powtarza sie, wartos¢ a na tym
uktadzie wektorow jest rowna zero. Wynika z tego, ze

e jedli vy, ve,. .., v; jest uktadem liniowo-zaleznym to a(vy,va, ..., v;) = 0.

e Jak kazde odwzorowanie liniowe « jest jednoznacznie okreslone na wektorach bazowych.
Jedli (e1, ea,...,e,) jest baza w V to liczby

Qljrin.. iy, :oz(eil,eb,...,eik), O<ii<ig << <n+1

wyznaczaja jednoznacznie odwzorowanie o. Wynika z tego, ze

Skoro znamy juz wymiar przestrzeni k-kowektorow, przydatby nam sie takze jakas wygodna
baza. Jako narzedzie do konstrukcji takiej bazy postuzy nastepujace pojecie:

Definicja 4 lloczynem zewnetrznym k-kowektora « i [-kowektora (3 jest (k+1)-kowektor zadany
wzorem om0
a N ﬂ = Z %O{(UU(D, UU(2)7 oo 7va(k))ﬁ(va(k+l)7 Uo-(l+2), .. aUU(l))‘
0€Sk41 e
Zanim zastanowimy si¢ nad wlasnos$ciami iloczynu zewnetrznego przyjrzyjmy sie przyktadom
dla konkretnych (nieduzych) ki l. Niech k =111 =1, czyli «, 5 sa po prostu kowektorami na
V. Wtedy a A § jest 2-kowektorem okreslonym wzorem

sgn o

a A B(vy,vg) = Z ST

g€S2

(Vo(1)) B(Vo(2))-

W grupie permutacji Sy sa tylko dwie permutacje: identycznosé (parzysta) i jedna transpozycja
(1 2) (nieparzysta). Wzoér przyjmuje wiec postaé

a A B(vr,v2) = afvr)B(ve) — a(ve) B(v1)

Teraz zalézmy, ze « jest 2-kowektorem a [ kowektorem. Potrzebujemy wiec permutacji z Ss.
W tej grupie jest sze$¢ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosé. Wzér na iloczyn zewnetrzny przyjmuje postac:

a A [(vy,vg,v3) = 2'11' (+a(vy,v9)B(v3) — a(ve, v1)B(v3)—a(v1, v3)B(V2)
+a(vs, v1)B(v2) )=



Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem réznia sie jedynie kolejnoscia argumentéw 2-kowektora
a. Po uporzadkowaniu mozna je doda¢. Trzeba jedynie pamieta¢ o zmianie znaku przy zamianie
kolejnosci argumentow:

= 2,11, (-+au(v1,v2) B(vs) + a(vr, v2) B(vs) —a(v1, v3) B(v2)
—a(vy,vs)B(v2) ) =
= (+20(01, 12)0(05)~20(0, v5) 302) )=
a(vi, v2)B(vs) — a(vi, v3)B(v2) + a(v2, v3)B(v1).
Ostatecznie

a A B(vg, v, v3) = a(vy,v2)B(vs) — alvy, v3)B(ve) + a(ve, v3)B (V7).

Jako ostatniej przyjrzyjmy sie sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnetrznego sa 2-ko-
wektorami. Potrzebujemy teraz permutacji z S;. Poprzedni przykitad pokazuje, ze istotny jest
jedynie podzial argumentéw miedzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzadkujemy
rosnaco dodajac podobne sktadniki. W tym przypadku mamy sze$¢ mozliwych podziatéow zbioru
indekséw {1,2,3,4} pomiedzy 2-kowektory « i f3:

{1,2,3,4} = {1,2} U {3,4}

{1,2,3,4} = {1,3} U {2,4}

{1,2,3,4} = {1,4} U {2,3}

{1,2,3,4} = {2,3} U {1,4}

{1,2,3,4} = {2,4} U{1,3}

{1,2,3,4} = {3,4} U {1, 2}.
Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bedziemy wstawiac do « a z drugiego do (. Pierw-
szemu z podziatow odpowiadaja cztery mozliwe permutacje:

id, (12), (34), (12)(34)

Pierwsza i ostatnia sg parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszaja indeksy
w ramach podziatu, a nie miedzy zbiorami podziatu. Wktad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn a A 8 jest nastepujacy

+a(vy, v9)B(vs, v4) — a(ve, v1)B(vs, v4) — (v, v2)B(v4, v3) + (e, v1)B (v, V3)

Po uporzadkowaniu rosngco argumentéw obu 2-kowektoréw otrzymujemy wktad

+4a(vy, v)B(vs, vyg).

Podobnie analizujac kazdy z mozliwych podziatéw i odpowiadajace kazdemu cztery permutacje
dostaniemy wzor

a A B(vy,vg,v3,04) = 2'12' (da(vy, v2)B(vs, v4) — dar(v1, v3)B(v2, v4) + da(vy, vy)B(Ve, v3)

+4Oé(Uz, U3)5(U1, U4) - 40&(02, U4)ﬁ(U1, U3) + 404(1)3, U4)ﬁ(U1, Uz)) =
Oé('vh @’2)/3(1)3, 1/‘4) - Oé(Uh U:z)ﬁ(’l’% U4) + Oé(”h %’4)/3(@27 1)3)
+a(ve, v3)B(v1,v4) — a(va, v4)B(v1,v3) + avs, v4) (v, v2).



Zupeknie nieprzypadkowo wspotezynniki liczbowe za kazdym razem sie upraszczaja. Oto naj-
wazniejsze wlasnosci ioczynu zewnetrznego:

Fakt 1 1. Iloczyn zewnetrzny jest operacjq dwuliniowgq, tzn:
(aa+ba') A B =aa A B+ ba A B, aA(aB+b8 =aaNp+banf).
2. lloczyn zewnetrzny jest tgczny, tzn
(@AB) Ay =aA(BAY).

3. Iloczyn zewnetrzny w ogdlnosci nie jest przemienny, ale zachodzi wzor:

aAB=(-D"3Aa.
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