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1 Roézniczka zewnetrzna, c.d.
Zanim zaglebimy sie dalej w teorie policzmy dwa przyktady:
Przyklad 1 Znalezé df3, jesli 3 € QY (R3\ {(0,0,0)})

8= \/3:2174_?} (mzdx + yzdy — (2% + y2)dz)
&
Przyklad 2 Znalez¢ dw, jedli w € Q'(R%\ {(0,0)})
_ xdy —ydw
2 + zy + y?

L]

Przy okazji powyzszych rachunkéw okazalto sie, ze istnieja niezerowe (i catkiem skompliko-
wane) formy, ktérych rézniczka jest zero. Uzywaé bedziemy nastepujacych nazw: jesli da = 0,
to a nazywa sie forma zamknietq, jesli a« = df3, to « jest forma zupetng. Kazda forma zupelna
jest zamknigta. Czy jest tez odwrotnie? Odpowiedz na to pytanie bedzie tredcia nastepnego
wyktadu.

Oproécz wzoru ,na wspotrzednych” oraz niekonstruktywnej definicji poprzez wtasnosci, ma-
my takze wzor na rézniczke formy wyrazong poprzez jej wartosci na uktadzie pél wektorowych.
Wzor ten pokazuje zwiazek rozniczkowania form z nawiasem Liego pol wektorowych:

Fakt 1 (Wzér Cartana) Jesli X1, Xo, ..., X1 € X (M) oraz w € Q¥(M), to

k
do (X1, Xoy ooy Xpp1) = (=D X 0(X0, . X X))+
i=1
+ Z<—1)’L+JW([XZ, Xj], Xl, e X,L P X]’ e ,Xk+1>
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Dowéd: Sprawdzmy przede wszystkim, czy powyzszy wzor na dw okresla rzeczywiscie k +
1-forme. Na oko widaé¢, ze wyrazenie po prawej stronie jest liniowe ze wzgledu na kazdy z
argumentow, antysymetrie tez dos¢ tatwo sprawdzi¢. Trzeba jeszcze jednak zwroci¢ uwage na
to, czy wartos¢ prawej strony zalezy jedynie od wartosci p6l w punkcie a nie na przyktad takze od
pochodnych tych pol. Na pierwszy rzut oka pochodne moga by¢ zaangazowane, gdyz we wzorze
wystepuje nawias pol a takze dzialanie pola na funkcje skonstruowana z formy i pozostalych
pol. Sprawdzi¢ to mozna na przyktad badajac jak zachowuje sie prawa stona, kiedy jedno z
pol pomnozymy przez funkcje. Ze wzgledu na antysymetrie wystarczy pomnozy¢ pierwsze pole.
Jesli rzeczywiscie wzor okresla (k + 1)-forme, to powinnismy otrzymacé wzor

dw(le, XQ, Ce 7Xk+1) = fdw(Xl, XQ, P ,Xk+1), (1)

czyli zadnego rézniczkowania funkcji!!! Sprawdzamy: Gdy w pierwszej sumie wezmiemy ¢ = 1,
otrzymamy

lew(X27 s 7Xk+1)7
gdy i >1

(_1)i_1XiW(fX1, X 7Xk+1) =
(1) X fw(Xy,. . X X)) =
(-1)i—1 (<X2f>uJ<X1 ... Xj C. an—',-l) + inw(Xl, .. Xz . an—l—l)) .

Sktadnik zaznaczony na czerwono jest niepozadany, gdyz zawiera rézniczkowanie funkcji f.
Sprawdzamy kolejne sktadniki. W drugiej sumie, gdy ¢ # 1 mamy

(—1)i+jw([Xi,Xj], le, .. Xz .. .Xj c. ,Xk+1) =
(-1)l+ij([Xz, X]]; Xl; .. X,L e X] S 7Xk:+1>

Jesli jednak ¢ = 1 to nawias przyjmuje postac
[f X0, X5 = f1X0, X] — (X)X,

co po wstawieniu ,pod w” daje

(—1)1+jw(f[X1, Xj] — (Xjf)Xl,XQ, e Xj Ce ,Xk+1) =
(D)™ fu([ X1, X,], Xoy - X, Xiyr) — (D)X Hw(Xy, Xo oo X, X))

Kolejne wyrazenie na czerwono tez jest niepozadane, gdyz zawiera rézniczkowanie funkcji. Jed-
nak oba czerwone sktadniki réznia sie znakiem (dla i = j) zatem uproszcza sie w wyrazeniu
po prawej stronie wzoru Cartana. Wyrazenie to zalezy wiec tylko od warto$ci pol w punkcie
a nie w pewnym otoczeniu. Teraz wystarczy tylko sprawdzi¢, czy wzér ten daje to co trzeba
we wspotrzednych. W tym celu trzeba obliczy¢ prawa strone na polach wspoétrzednosciowych
X, = 8‘21.. Jest to bardzo proste, poniewaz pola wspotrzednosciowe komutuja, znika wiec druga
suma we wzorze. Dalszy rachunek jest juz oczywisty.l]

Zobaczmy, jak wyglada rézniczka funkcji f, jednoformy 7 i dwuformy postaci dn wedlug

wzoru Cartana:

df(X)=Xf
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dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) = n([X,Y])

Policzmy teraz ddn(X,Y, Z). Oczywiscie powinno wyjsé zero:

0=ddn(X,Y,2) =

Xdn(Y, 2) = Ydn(X, Z) + Zdn(X,Y) — dn([X, Y], Z) + dn([X, Z],Y) — dp([Y, Z], X) =
X(Yn(Z) = 2Zn(Y) —n([Y, Z]))
~Y (Xn(Z) - —n([X, Z]))
+Z (Xn(Y) - —n([X,Y]))
— [(X.YIn(Z) + Zn([X, Y]) +n([[X, Y], Z])
+[X, ZIn(Y) = Yn([X, Z]) —n([[X, Z],Y])

- + Xn([Y, Z]) + n([[Y, 2], X]) =
Jednokolorowe wyrazenia si¢ upraszczaja i zostaje

= = Xn([Y, Z]) + Yn([X, Z]) -
+ +([[X, Y], Z]) = Y([X, Z]) = n([[X, 2], Y1) + Xn(Y, Z1) + n(([Y, Z], X]) =

Jednokolorowe znowu si¢ upraszczaja, teraz zostaje
Znikanie drugiej r6zniczki jest wiec réwnowazne tozsamosci Jacobiego.

Cofniecie formy a rézniczka. Niech ¢ : M — N bedzie odwzorowaniem gtadkim. Dyskuto-
walisSmy juz cofniecie rézniczki funkceji okreslone wzorem

prdf =d(f o).

Zauwazmy, ze zachodzi

(p*df)(v) = df(Te(v).
Korzystajac z tej obserwacji mozna zdefiniowaé cofniecie dowolnej k-formy:

O'w(vy, ..., o) = w(Te(vr), ..., To(vg))

Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze

P anp) = anef
Jak zachowuje sie¢ cofniecie formy wzgledem rézniczki?

Fakt 2
d(¢*a) = ¢*(da)



Dowéd: Lokalnie kazda forma jest sumg wyrazen postaci
fdgi A+ -+ A dgy.

Mamy wiec
" (fdgi A== Ndgr) = (f o p)(p*dgi) A+ A (p*dgr)

i

dl*(fdgr A=+ Adge)] = d(f o @) A(@"dgr) A+ A(@Tdge) = (p7df) A (@ dgi) A= A (07 dgr)
7, drugiej strony
d(fdgi A---Adgy) =df Adgi A~ Adgy
i
@ d(fdgi A+ Adgr) = (¢7df) A (9"dgr) A A @™ (dge).
O
2 Formy zamkniete i zupelne
Policzmy rézniczke nastepujacej formy rézniczkowej okreslonej na R? \ (0, 0)
o ydr — xdy
o x2 42
x2+y2—2y2 2—|—y2—2x2
da = dy Ad dz Ady =
@) T @) !
22 — 2 y? — 22 22 —y? 4y — a2
dy A d dy Ndz = dy Adz =
R R RS e I

Okazuje sie wiec, ze forma ewidentnie niezerowa, majaca wspotczynniki wyrazajace sie¢ dosé
skomplikowanymi wzorami i nie bedace statymi funkcjami ma rézniczke rowna zero. Juz wiemy,
ze tak powinno by¢ jesli forma « jest zupetla, to znaczy jesli a« = df dla pewnej funkcji
f : R*\ (0,0) — R. Sprobujmy znalez¢ taka funkcje. Dla form okreslonych na calym R?
i majacych znikajaca rozniczke procedura znajdowania odpowiedniej funkcji jest wzglednie
prosta: Niech 3 = f(z,y)dz + g(z,y)dy bedzie gladka forma na R? taka, ze d3 = 0. Co to

oznacza dla wspotczynnikow f i g:

_of dg (99 of
dg = 76ydy/\dx+78xdw/\dy_ <0x 75y dx A dy

B dg Of

df =0 or Oy

Niech teraz (xg,yo) bedzie dowolnym punktem R?. Funkcja

hay) = [ f(t)dt+ [ gl

0 Yo



jest gladka funkcja na R?, ponadto

)

dh(z,y) — ;x (/zjf(t,yo)dt + y:g(x,t)dt> dz + gy (/ F(t, yo)dt +/y g(:c,t)dt) dy =

0

<f(x, Yo) + y?: gz (x,t)dt) dx + g(z,y)dy =
of

(f(x, Yo) + yj 9y (x,t)dt) dz + g(z,y)dy =

(f(z,y0) + f(z,y) — f(z,y0)dt) dz + g(z, y)dy =

W powyzszym rachunku skorzystaliSmy z rownosci pochodnych czastkowych funkcji f i g. O
powyzszej procedurze mozna mysle¢ jak o catkowaniu formy [ po tamanej sktadajacej sie z
odcinkéw od (zg,y0) do (x,y0) i dalej od (x,y0) do (z,y) jak na rysunku 1. Na kolejnych
wyktadach méwi¢ bedziemy o caltkowaniu form i wtedy okaze sie, ze jest to doktadnie to. Na
razie jednak powyzsze catki mozna catkowac jako catki z parametrem. Wynik catkowania jest
funkcja punktu koncowego. Poniewaz przepis dotarcia do punktu koncowego jest jednoznacznie
okreslony dostajemy dobrze okreslong funkcje. Wtasnosci calek zapewniaja gtadkosé tej funkeji.
Funkcje h nazwiemy funkcjq pierwotng formy (. Ze wzgledu na dowolnosé wyboru (xg, yo)

(z,9)

(ZBOa yO)
Rys. 1: Metoda catkowania

funkcji pierwotnych jest wiele. Dwie funkcje pierwotne tej samej formy [ réznig sie o funkcje,
ktorej rozniczka jest rowna 0, czyli o funkcje stata.

Sprobujmy tak samo znalezé funkcje pierwotng formy «. Napotkamy tutaj na nastepujacy
problem: Do punktu b nie mozemy dojé¢ ,wedlug przepisu” poniewaz musielibySmy przejsé

a
4

(70,y0)

Rys. 2: Klopoty w (0,0)

przez punkt w ktérym forma nie jest okreslona (rysunek 2) . Nie da sie wiec policzy¢ jednej
z calek wystepujacych we wzorze. Mozna sprobowaé obej$é¢ ten problem definiujgc bardziej
skomplikowane przepisy dochodzenia do kazdego z punktéw. Jesli np. (zo,yo) = (—1,0) mozemy
ustanowi¢ nastepujaca zasade: do punktéw w gornej potplaszezyznie dochodzimy idac najpierw
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Rys. 3: Omijamy (0,0)7

w gore potem poziomo, a w dolnej najpierw w dot, potem poziomo (rysunek 3). Co jednak
zrobi¢ z punktami na dodatniej potosi poziomej? Okazuje sie, ze nie da sie wymysle¢ takiego
przepisu, zeby funkcja pierwotna okreslona byta takze w punktach potosi poziomej dodatniej
i jednoczesnie byta ciagta. Jedli na przyktad a = (1,¢) a b = (1, —¢), to zgodnie opisanym
poOwYyzej przepisem

h(a) = arctan(e) + 2 arctan(1/e), h(b) = — arctan(e) — 2 arctan(1/e).

Gdy € dazy do zera granica ,od gory” jest m a od dotu —mw. Moze jednak tak jest Zle, bo
zmniejszanie epsilona oznacza, ze trzeba w granicy przej$¢ przez niedozwolony punkt. Co zmieni
sie, jesli droga bedzie wygladata jak na rysunku 47 Droga od gory to

Lo

_— Tb

Rys. 4: A moze lepiej tak...

h(a) = arctan(1) 4+ arctan(1) — arctan(—1) — arctan(e) + arctan(1) = m — arctan(e)
a droga od dotu
h(b) = — arctan(1) — arctan(1) + arctan(—1) + arctan(e) — arctan(1) = —m + arctan(e)

Gdy zmniejszamy epsilon droga od gory daje w granicy wartos¢ m, a od dotu —7. Konstruujac
funkcje pierwotng do 3 napotykamy wcigz na trudnosci. Uzasadnijmy ostatecznie, ze zrobi¢ sie
tego nie da. Najtatwiej bedzie uzy¢ dwoch uktadéow wspotrzednych typu biegunowego. Proste
rachunki pokazuja, ze w uktadzie wspotrzednych (r, p) takim, ze r > 01 ¢ €]0, 00, z = r cos ¢,
y = 7 sin @ okreslonym na obszarze R*\{(¢,0),¢ > 0} otrzymujemy 3 = —d¢. Jedna z mozliwych
funkcji pierwotnych (w tym obszarze) to ho(r, ¢) = —¢. Podobny ukltad wspotrzednych mozemy
zadaé tymi samymi wzorami zastepujac r przez 7 i ¢ przez ¢ w obszarze R?\ {(¢,0),¢ < 0} dla
@ €|—m,7[. Znowu 3 = —d@ i jedna z mozliwych funkeji pierwotnych ma postaé hy (7, ) = —@.
Zatozmy teraz, ze istnieje funkcja pierwotna f okreslona na catej dziedzinie formy 3. Funkcja ta
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moze réznic sie od hg i hy w obszarze ich okreslonosci co najwyzej o stata. Niech wiec f = hg+ g
i f = hy + 1. Por6wnajmy wartosci funkcji w punktach p = (0,1) i ¢ = (0, —1).

3T

ho(p) = 5. hola) = 5

T T
fp)=5+po=75+pv1 = @o= 1,

2 2
3 T
f(Q)=7+900=—§+901 =21+ Yo = 1

Poréwnanie wartosci funkeji f w punktach ¢ i p prowadzi do sprzecznosci. Funkcja f pierwotna
do (8 na calej dziedzinie tej formy nie istnieje! Powyzszy przyktad pokazuje tez, ze problem lezy
nie tyle w formie, co w obszarze na ktérym ta form jest okreslona.

Definicja 1 Moéwimy, ze rozmaitos¢ M jest Sciggalna do punktu xo € M jesli istnieje gtadkie
odwzorowanie

H:Mx|[0,1] — M
takie, ze

Vee M H(x,1)=ux, Vee M H(z,0)=x.

Plaszczyzna R? jest $ciagalna do zera: H(z,y,t) = (tz, ty) (i do kazdego innego punktu), zas R?\
{(0,0)} nie jest Sciagalna do zadnego punktu. Zwiazek istnienia formy pierwotnej z ksztaltem
obszaru wypowiedziany jest w ponizszym twierdzeniu nazywanym Lematem Poincaré:

Twierdzenie 1 KazZda forma zamknieta na rozmaito$ci Sciggalnej jest zupetna.
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