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1 Formy zamkniete i zupelne cd.
Twierdzenie 1 Kazda forma zamknieta na rozmaitosci Sciggalnej jest zupetna.

Dowéd: Dowdd przeprowadzimy w dwoch wersjach: we wspoétrzednych na obszarze w R™ oraz
bez uzycia wspotrzednych na powierzchni. Wersja we wspotrzednych ma te zalete, ze daje sie
bezposrednio zastosowaé¢ do rachunkéw zmierzajacych do znalezienia formy pierwotnej. Niech
wiec O bedzie obszarem gwiazdzistym w R" wzgledem zera. Obszar nazywamy gwiazdzistym
wzgledem punktu xg jesli wraz z punktem x zawiera takze caty odcinek taczacy xy z x. Na
obszarze gwiazdzistym wzgledem zera mozemy uzywacé odwzorowania sciagajacego

F:0,1]x0O53(t,x)—(t-2) €O.
Dla form na [0, 1] x O zdefiniujemy takze odwzorowanie liniowe
K QFY[0,1] x O) — QF(O)

wzorami
K(a(t,z)dtAd" A- - -Ada'k) = (/01 a(t, a:)dt) dA---Adz™, K(at,z)dz A---Adz™+1) = 0
Pokazemy teraz, ze dla dowolnej k-formy a na O zachodzi wzor

dK(F*a) + K(dF*a) = a. (1)
Wzér ten gwarantuje, ze jesli da = 0 (wtedy takze dF*a = 0) to a = d(K(F*«)), czyli forma
zamknieta ma forme pierwotna. Wzoru (1) dowodzimy bezpos$rednim rachunkiem. Ze wzgledu

na liniowo$¢ wszystkich uzywanych odwzorowan mozemy przeprowadzi¢ rachunek dla formy
postaci o = a(z)dz™ A -+ - A dz'e.

k , .
F*(a) = a(tz)tbdz™ A Adz™ + > tF et (—1)"a(te)dt A da' A L A
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K(F @) = 3 (-1t ([ 8 ta(ta)ar) e Y ada

m=1
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Dodajemy wyniki z (2) i (3), czerwone wyrazy si¢ upraszczaja i otrzymujemy:

dK (Fa) + K(dF"a) =

1 ) ) noo 1 ) )
k (/ t“a(m:)dt) dz™t A Ada 4+ (/ tkao‘,dt> dzt A - Adat =
0 = 0o OxJ
/ Kt la(te —1—23;715'“8 dt | dz” A - Adz™ =
0 oxI

7j=1

alz)dz™ A--- Ada't (4)

Dowod w wersj z uzyciem wspotrzednych zostal zakoriczony. Zanim przejdziemy do do-
wodu bez wspotrzednych potrzebujemy kilku ogédlnych obserwacji. Wezmy odcinek I otwarty,
zawierajacy [0, 1], rozmaito$é M i rodzine odwzorowarn

itiM—>MXI, Zt<.]}'):(l',t)

Niech w bedzie jednoforma na M x I. Wiadomo, ze T(M x [) =TM x TI oraz T*(M x I) =
T"M x T*I. Jednoforme w mozna wiec zapisa¢ jako sume

w =+ fdt,
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gdzie @ to odwzorowanie M x I — T*M zachowujace projekcje na M a f to funkcja na M x I.
Odnotujmy takze, ze
iyw=w(t,").
Uzasadnimy teraz, ze jesli dw = 0 to ijw — igw jest zupelna. Rézniczke dw wyrazi¢ mozna za
pomoca roézniczkowania w kierunku M i kierunku I oddzielnie. dw = dyw + d;w = dyw +
d;@ + dy f A dt. Rozniczka dy;@ nie zawiera czynnika dt. Rézniczke d;@ interpretowaé¢ mozna
nastepujaco. Skoro @ jest odwzorowaniem z M x [ w
sT*M zachowujacym rzut na M, to dla ustalonego x € M odwzorowanie t — &(x,t) jest krzywa
w przestrzeni wektorowej T: M. Wektor styczny do tej krzywej dla kazdej wartosci parametru
moze by¢ interpretowany jako element tej samej przestrzeni wektorowej. Oznaczmy ten wektor
przez %—f. Rozniczka
- 0w
d]w =dt A 81& .

Zmikanie dw oznacza, ze

0o

0=dw=dyw+dtA 5

Fduf Adt=dyd+ (de_aai) Adt

Pierwszy sktadnik nie zawiera dt, wiec znikanie rézniczki oznacza znikanie kazdego ze sktadni-
kow oddzielnie. W szczegdlnosci

ow
duf=—.
wf =5
7 definicji calki z funkcji o warto$ciach wektorowych mamy, ze
1 90 1 1
itw(z) = ig(e) = o0, 1) = &(,0) = [ Zodt = [ (duf) et =d( [ f(,t)dt)(@)
Oznaczajac
1
g(2) = [ fla,t)at

mamy

iw(x) — igw(x) = dg(z).

Identyczny rachunek przeprowadzi¢ mozna dla k-formy w.
w=w+dt An,

gdzie @ to rodzina k-form na M parametryzowana t a 1 to podobna rodzina (k — 1)-form.

oo

dw =dyw +dt
w MW + /\at

thdMn:dM®+th<%Z—dMn>.

dw =0 oznacza g duyn.

ot
Niech teraz I : QF(M x I) — QF~Y(M) dane bedzie wzorem

I(w)(z) = /0177(33,25)dt.
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W szczegdlnosci

I(dw) :/01 (%;"—dMn> dt = Olaaf—/Ol(dMn)dt:&(l,-)—@(0,-)—d(/Olndt>.

I(dw) +d({(w)) = ijw(z) — igw(x)

Oczywiscie gdy dw = 0 to
iw(z) —iqw(z) = d(I(w)).

Przejdzmy teraz do wlasciwego dowodu lematu. Niech M bedzie rozmaitoscig Sciggalng do
punktu z¢ i niech H bedzie odpowiednim odwzorowaniem $ciggniecia

H:MxI— M.

WezZmy takze zamknieta forme a. Oczywiscie skoro da = 0 to takze dH*a = 0. Zgodnie wiec

powyzszymi rachunkami
iWHa—ifH a =d(I(H"«)).

Pierwszy ze sktadnikow to
iWH o= (Hoiy)'w =w,

bo H zlozone z i jest identycznoscia. W drugim sktadniku ztozenie (H oig) jest odwzorowaniem
statym: (H oip)(z) = . Cofniecie formy odwzorowaniem staltym jest zerowe, zatem

icH oo = (H 0ip)*w = 0.

Ostatecznie
w=d(I(H*a)).
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2 Catkowanie form rézniczkowych

2.1 Orientacja

Moéwimy, ze dwie bazy e i f w skoficzenie-wymiarowe] przestrzeni wektorowej V' maja jednakowsa
orientacje jesli macierz przejscia [id]/ ma dodatni wyznacznik. Relacja jednakowej orientacji
jest, jak tatwo sprawdzi¢, relacjg rownowaznosci w zbiorze baz. Dzieli ona zbiér baz na dwie
klasy réwnowaznosci, ktére nazywamy orientacjami. Mowimy, ze przestrzen wektorowa jest
zorientowana jesli ma wyrdzniong orientacje. Ze wzgledu na wlasnosci wyznacznika orientacja
bazy e zmienia si¢ na przeciwng jesli zmienimy znak przy jednym z wektoréw bazowych lub
zamienimy miejscami dwa wektory bazowe. Niektore przestrzenie wektorowe majg kanoniczng
orientacje. W przestrzeni R™ kanoniczna jest orientacja, ktérej reprezentantem jest kanoniczna
baza.

Przestrzen styczna do rozmaitosci w punkcie jest skoniczenie-wymiarowa przestrzeniag wekto-
rowa, wiec ma dwie mozliwe orientacje. Bedziemy moéwili, ze rozmaitos¢ M jest zorientowana,
jesli przestrzenie styczne we wszytskich punktach maja wybrane orientacje w sposob uzgod-
niony. Oznacza to, ze w dziedzinie kazdej mapy (O, ¢) orientacje we wszystkich punktach sg
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zgodne lub we wszystkich punktach przeciwne niz orientacja zadana przez baze (%, e %).
Zauwazmy, ze jeSli rozmaito$¢ jest zorientowana to mozna na niej wybrac atlas zgodny z orien-
tacja. Istotnie, niech (O, ¢;)ic; bedzie dowolnym atlasem na M. Konstruujemy nowy atlas
(Uy, 1i)ier W nastepujacy sposéb: Jesli mapa (O;, ¢;) jest zgodna z orientacja pozostawiamy ja
bez zmian kladac U; = O;, ¥; = ¢;. Jedli baza pochodzaca od mapy (O;, ¢;) ma orientacje
przeciwng ktadziemy U; = O; oraz jedli ¢; = (x',2?%,.. ., 2") kladziemy +; = (—z', 2%, ... z").
Orientacje na rozmaitosci mozna tez zada¢ wskazujac atlas, w ktorym wyznaczniki wszystkich
macierzy przejscia miedzy pochodzacymi od wspotrzednych bazami przestrzeni stycznych sa
dodatnie.

Okazuje sig, ze nie na wszystkich rozmaitosciach da si¢ wybra¢ orientacje. Takie, na kto-
rych sie¢ nie da nazywajg sie nieorientowalne. Najbardziej znanym przykladem rozmaitosci
nieorientowalnej jest wstega Moebiusa. Ten przyktad zostanie przeanalizowny na ¢wiczeniach.
Orientowalne sg wszystkie powierzchnie zanurzone, ktore sg poziomicami odwzorowania spet-
niajacego warunki jak w twierdzeniu o definiowaniu powierzchni zanurzonej. Przyjrzyjmy sie
blizej sytuacji, gdy powierzchnia S jest poziomica funkcji

F:R"—R.

Jej przestrzen styczna w punkcie jest jadrem pochodnej F’ i jest podprzestrzenia w R"™. Ze
wzgledu na istnienie kanonicznego iloczynu skalarnego mozna napisaé

R" =T,5 @ (gradF(x)).

Ze wzgledu na zalozenia gradF jest nieznikajacym polem wektorowym w punktach S o warto-
sciach w R™. Orientacje powierzchni S mozna wybraé¢ np. w taki sposéb aby w kazdym punkcie
baza (gradF, f), gdzie f jest baza T,S byla zgodna z kanoniczng orientacja R™. Latwo spraw-
dzi¢, ze taki sposob wyboru orientacji jest zgodny.

2.2 Gtadki rozklad jednosci

Powierzchnie na ktérych pracujemy sa rozmaitosciami parazwartymi. Oznacza to, ze dla kaz-
dego pokrycia otwartego istnieje drobniejsze od niego pokrycie, ktore jest lokalnie skonczone.
Warunek lokalnej skonczono$ci oznacza, ze kazdy punkt rozmaitosci ma otoczenie, ktorego
przeciecia z elementami pokrycia sg niepuste jedynie dla skonczonej liczby elementéw pokrycia.
Sktadowa spdjna rozmaitosci parazwartej ma tez wlasno$¢, ktéra nazywa sie przeliczalnoscig
w nieskonczonosci. Oznacza to, ze istnieje wstepujacy ciag zbioréw zwartych (K;);en taki, ze
IC]‘ C jﬂt(’Cj+1) oraz UiEN ICZ =M.

Definicja 1 Gladkim rozkladem jedno$ci na M zwiazanym z atlasem (O, ©4)aca Nazywamy
uktad gtadkich funkcji o; o nastepujacych wtasnosciach: (1) Vi € I da € A suppa; C O,, (2)
kazdy punkt p € M ma otoczenie W takie, ze W N supp a; # 0 jedynie dla skoriczonej liczby
funkcji oy, (3) 0< oy < 1,Vp e MY e au(p) = 1.
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