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1 Calkowanie form rézniczkowych

1.1 Gtladki rozktad jednosci, cd.

Twierdzenie 1 Na rozmaitosci parazwartej istnieje gtadki rozktad jednosci.

Dowéd: Rozktad jednosci konstruujemy dla kazdej sktadowej spojnej oddzielnie, dlatego za-
tozymy teraz, ze M jest spéjna. W dalszym ciggu B, oznacza¢ bedzie otwarta kule w R™ o
promieniu r. Uzywaé bedziemy B i Bs. Potrzebna bedzie tez funkcja

1

HM) dla t€]1,2, h(t)=0 w przeciwnym razie.

h:R—R, h(t):exp<

Definiujemy teraz funkcje f : [0, 0o[— R wzorem

Legend:
exp(1((x-2)" (1))

Rys. 1: Funkcja h

Funkcja ta jest gtadka, ma wartos¢ 1 dla x € [0,1] oraz 0 dla z € [2, oo].



Jako rozmaitos¢ parazwarta M jest przeliczalna w nieskonczonosci, to znaczy mozna ja wy-
czerpaé zbiorami zwartymi (K;);en 0 tej wlasnosci, ze K; C IntK; 1. Rozpoczynamy od da-
nego pokrycia otwartego {QO;}ie;. Ustalmy na chwile punkt ¢ € M. Istnieje p € N takie, ze

€ K,41 \ K, istnieje takze ¢ € I takie, ze ¢ € O;. Bierzemy teraz uklad wspdtrzednych
(Vg» ) W otoczeniu g taki, zeby o4(q) = 0 ¢, (Bs) C Oy, o' (Bs) C Kpio\ Kp-1. Rozwazajac

Rys. 2: Rysunek pomocniczy

odpowiednie uktady wspétrzednych dla wszystkich ¢ € M otrzymujemy atlas (Vg, ©q)genr. W
szczegblnosci zbiory {gp;l(Bl)}qlM stanowia pokrycie otwarte V rozmaitosci M. Wybierzemy
teraz z niego pokrycie przeliczalne, lokalnie skonczone: V jest takze pokryciem K;, mozna wiec
z niego wybra¢ pokrycie skonczone. Mamy wiec (qi,...,q;,) punktéw takich, ze {gp;ji (B1)}
stanowia pokrycie Ki. Zbior Ky \ IntK; tez jest zwarty, wiec ma pokrycie skoficzone wybrane
z V. To daje nam kolejne {gj,11,...,q;} punkty, takie, ze {¢_'(B1)}rj, jest pokryciem K.
Indukcyjnie otrzymujemy (gj,+1,- - -, ¢j,,,) pPunktow definiujacych pokrycie K1, \ K, i takie,
ze {py(B1) }r<jp, Stanowia pokrycie K, 1. Postepujac w ten spos6b otrzymujemy przeliczalne
pokrycie M zbiorami ¢ '(By). Oczywiicie takze uktad zbioréw U, = ¢ '(Bs) jest pokryciem
M. Wraz z odwzorowaniami ¢,, uktad ten tworzy atlas drobniejszy niz wyjsciowe pokrycie (O;).
Latwo tez przekonac sig, ze atlas ten jest lokalnie skonczony. Uzywajac zdefiniowanej wczesniej
funkcji f definiujemy rodzine funkcji dj wzorem

di(q) = f(leq.(@)]), Jesli g (q) istnieje, w przeciwnym przypadku  di(q) = 0.

Ostatecznie

. dk(Q)
(1) = >idi(q)

jest szukanym rozktadem jednos$ci. No$nik kazdej z funkcji a; jest zawarty w ktéryms ze zbioréw
wyjsciowego pokrycia (O;)

Rozktadu jednosci mozna uzyé np. do pokazania nastepujacego przydatnego twierdzenia

Twierdzenie 2 Na rozmaito$ci orientowalnej wymiaru n istnieje gtadka nieznikajgca n-forma
i odwrotnie, jesli taka forma istnieje, to rozmaitosé jest orientowalna.



Dowéd: Wezmy lokalnie skonczony atlas na M taki, ze wszystkie zamiany zmiennych maja
dodatni jacobian. Niech («;);er bedzie rozktadem jednosci zwiazanym z tym atlasem. W kazdej

dziedzinie mapy O; definiujemy forme w; postugujac sie wspotrzednymi (x}, ... x7):

wi = apdz} Adaz? A - Adal

)

Forma
w =Y adr; Adz} A Adalf
iel
ma zadana wlasnosé, tzn jest nieznikajaca w kazdym punkcie. Istotnie, niech p € M bedzie
dowolne, niech takze {i1,1s,...1%,} bedzie zbiorem indekséw odpowiadajacych tym elementom
atlasu, ktére przecinajg sie z otoczeniem W punktu p. W punkcie p forme w mozna wiec zapisaé
jako
ZO% da: /\dx AR« E
Punkt p wraz z pewnym otoczeniem lezy w dziedzinie kazdej z map z indeksami ze zbioru
{i1,19,...1m}, mozemy wiec wszystkie sktadniki powyzszej sumy zapisa¢ w jednym uktadzie
wspohrzednych, na przyktad w (z; ...z} ):

11
w(p) = |, (p) + Z a;, (p) det ( ©i,, © goal]’)] dz; Adz? A--- Adal.

Wszystkie sktadniki powyzszej sumy sa dodatnie, zatem cata suma tez jest dodatnia, w szcze-
gblnosci nie jest réwna zero.

Wykazemy teraz, ze jedli istnieje nieznikajaca n-forma to rozmaito$é jest orientowalna. Niech w
bedzie takg formg. Wezmy takze atlas sktadajacy sie z map o spdjnych dziedzinach. W kazdej
z map forma w moze by¢ zapisana we wspotrzednych jako

f(z)da' Ada® Ao Ada™.

Poniewaz dziedzina mapy jest spojna funkcja f, jako niezerowa, ma ustalony znak. Jesli jest to
znak dodatni mape t¢ pozostawiamy bez zmian, jesli za$ ujemny mape¢ zmieniamy na przyktad
zamieniajac pierwsza wspotrzedna na przeciwna. W ten sposoéb tworzymy nowy atlas w kto-
rym wspoélezynniki funkcyjne przy wspotrzednosciowych n-formach dla formy w sa dodatnie.
Skadingd wiadomo, ze na przecieciu dwoch map wspotezynniki te r6znig sie o jacobian zamiany
zmiennych. Oznacza to, ze wszystkie te jacobiany sg dodatnie. Poprawiony przez nas atlas jest
zgodny, tzn w szczegdlnosci moze zadawaé orientacje na M.[]

Orientacje na rozmaitosci mozemy wiec zada¢ wskazujac w zgodny sposéb orientacje kazdej
z przestrzeni stycznych, wskazujac zgodny atlas lub wskazujac niezerows forme. Orientacja
zadawana przez forme, to ta orientacja przy ktorej wspodtezynniki funkeyjne w zapisie formy we
wspotrzednych sa dodatnie. Formy tego rodzaju nazywa si¢ czesto formami objetosci.

1.2 Calkowanie form rézniczkowych.

Na analizie zdefiniowano catke Riemanna po nadajacym sie do catkowania obszarze D w R".
Nadajacy si¢ do catkowania oznaczal mierzalny w sensie Jordana. Catke Riemanna definiuje si¢
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korzystajac z umiejetnosci liczenia objeto$ci matych kostek w R™, wykorzystujac zatem struk-
ture metryczna. Na rozmaitosci nie mamy tej struktury, a proba skorzystania ze wspotrzednych
prowadzi do niepowodzenia. Nie mozemy zdefiniowa¢ calki z funkcji f na rozmaitosci D jako
catki z f op™! po obszarze p(D), nawet zakladajac, ze miesci sie on w dziedzinie jednej mapy,
poniewaz wynik calowania zalezal bedzie od wybranych wspétrzednych. Catka w mapie (O, ¢)

to
foe™,
©(D)
za$ catka w mapie (U, 1)) to

fop™
w(D)

Calki te nie sa réwne, gdyz (zgodnie z twierdzeniem o zamianie zmiennych)
/ foep™t :/ fo¢_1‘det[¢o¢_1]‘.
»(D) (D)

Do catkowania po obszarze na rozmaitosci potrzebujemy wiec obiektu, ktory transformuje si¢ ,z
jacobianem zamiany zmiennych”, czyli n-formy. Przyjrzyjmy sie najpierw uproszczonej sytuacji,
gdy obszar D miesci sie w dziedzinie jednej (a nawet dwoch) map. Niech takze w bedzie n-forma
na M. Jej wyrazenia we wspotrzednych w obu mapach (O, = (z!,... 2")) to

w = a(z)dr' A+ Ada", w = b(y)dy' A--- Ady™.
Funkcje a i b zwiazane sg réwnoscig

a(z) = b(¢ o o~ (z)) det[p o v']

zatem catki mogg r6zni¢ sie co najwyzej o znak.

/ bz/ bo¢o¢_1‘det[¢o¢_1]‘:i/ a.
Y(D) (D) ©(D)

Klopot ze znakiem bierze sie z faktu, ze wyznacznik jacobianu moze by¢ zaréwno dodatni jak
i ujemny. Wyjsciem z tej sytuacji jest zdefiniowanie calki po obszarze zorientowanym. Wybér
konkretnej orientacji pozwala uzywaé jedynie wspoétrzednych zgodnych z orientacja. Mozemy
juz zdefiniowaé catke po obszarze D z orientacja ¢ w uproszczonej sytuacji, gdy caly obszar
miesci sie w dziedzinie jednej mapy:

/ u):/ aop w=adz' A--- Ada"
(D) ¢(D)

gdzie (O, ) jest mapa zgodna z orientacja. Gdy obszar D nie miesci sie w dziedzinie jednej
mapy potrzebujemy rozkladu jednosci. Wezmy lokalnie skonczony atlas (O;, ¢;)ier zgodny z
orientacja ¢ i rozklad jednosci («;);er zwiazany z tym atlasem. W sposob trywialny prawda jest,

ze
w(p) =Y aiw(p)
iel
Catke z formy w po obszarze D z orientacja » mozemy teraz zdefiniowaé¢ wzorem
= (a0 ) (wiop™)
/(Dﬂ) % /LPi(DﬁOi)

Dla zwartego obszaru D jedynie skoniczona liczba sktadnikéw jest niezerowa.
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Przyktad 1 Obliczyé catke z formy w = dy A dz po fragmencie sfery S? dla ktérego z > 0
i z > 0 z orientacja zadang przez baze wektory ( 96" 9g 9y pochodzace od sferycznego uktadu
wspoOtrzednych.

Forma w zdefiniowana jest na R3. Zeby ja scatkowaé¢ po S? trzeba ja najpierw obciaé do S2. W
tym celu zapisujemy wlozenie & : S? — R? we wspotrzednych:

k(0, ) = (cos psin @, sin psinf, cos ).
Obciecie formy do sfery realizuje sie jako pull-back za pomocg wtozenia:

K*'w = d(sin psin @) A d(cosf) = (cos ¢ sin Odp + sin ¢ cos 0dh) A (—sin 0dd) =
(cospsinfd) A (—sin 0df) = — cos psin® 0 dp A do

Kolejnosé wspétrzednych zgodna z orientacja jest (0, ¢), wiec forme zapisaé nalezy jako
w = —cos psin®f dp A df = cospsin® 0 di A dyp

Obszar catkowania we wspotrzednych (0, ) to [0, 7] x [=7, 5]. Ostatecznie

/ w = cosgpsinQG—/ sin 9d6/ cosgodap—— 2=—
(D) [0,2]x[-%.%] z 2
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