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1 Calkowanie form rézniczkowych

1.1 Twierdzenie Stokes’a

W dalszym ciagu E oznaczaé¢ bedzie pétprzestrzen w R”, tzn. zbior
E={(z",2%...2") eR": 2' <0}

z topologia indukowang z R™ (zbiory otwarte w E to przeciecia zbior6w otwartych w R" z F).
Hipreplaszczyzne {z! = 0} oznacza¢ bedziemy I1. Zauwazmy, ze jesli O i U sa otwarte w E oraz
¢ : O — U jest homeomorfizmem, to obciecie pjonr jest homeomorfizmem ONITi U NIIL. Zbior
E stuzy jako ,standardowa” rozmaito$¢ z brzegiem, podobnie jak R™ jest ,standardowa” roz-
maitoscia (bez brzegu). Kazdy kawatek rozmaitosci z brzegiem powinien wygladaé jak kawatek
E. Moze to by¢ kawatek brzegowy, albo kawatek z wnetrza. Do zdefiniowania struktury gtadkiej
rozmaitosci z brzegiem potrzebujemy jeszcze pojecia gtadkosci odwzorowan obszarow, ktorych
przecigcie z II jest niepuste. Odwzorowanie ¢ : O — U jest gladkie jesli da si¢ rozszerzy¢ do
gtadkiego odwzorowania ¢ : O—-U takiego, ze O,U C R" sg otwartei O = ENO, U = ENU.
W takim przypadku pjonn tez jest gtadkie.

Definicja 1 Przestrzen topologiczna M jest gladkq rozmaitoscig z brzegiem jesli dla kazdego
q € M istnieja zbiory otwarte ¢ € O C M, U C E i homeomorfizm ¢ : O — U. Jesli ponadto
UNU" # 0, to odwzorowanie ¢’ o p~! jest gladkie.
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W rozmaitosci z brzegiem wyrdzniamy punkty wewnetrzne, tzn. takie, ktére maja otoczenia
homeomorficzne z R™ i pozostale, ktére nazywamy brzegowymsi. Zbiér punktéw brzegowych
oznaczamy OM i nazywamy brzegiem rozmaito$ci. Zauwazmy, ze brzeg rozmaitosci z brzegiem
sam jest gtadka rozmaitoscia (bez brzegu, tzn brzeg brzegu jest pusty). Istotnie, jesii (U, @;)ier
jest atlasem na M, to (U; N OM, piju,nom )ier jest atlasem na brzegu.

Fakt 1 Niech M bedzie orientowalng rozmaitoscig z brzegiem. Wtedy OM tez jest orientowalna.
Jesli M jest zorientowana, to na OM istnieje wyrézniona orientacja.



Dowéd. Wybierzmy jedna z orientacji na M. Niech (O;, ¢;)ier bedzie atlasem zgodnym z
orientacja. Indukowany atlas na M, ktoérego dziedzinami sa zbiory O; N OM jest takze atlasem
zgodnym, tzn. wyznaczniki macierzy przejscia miedzy wspotrzednymi sg dodatnie. Zauwazmy,
ze jesli p; = (z7, 27, ..., 27) jest ukladem wspotrzednych z dziedzing O to @; = (27,...,z) jest
uktadem wspotrzednych z dziedzing O;NOM. Atlas (O;NOM, @;) zadaje indukowang orientacje
brzegu.l]

Jesli orientacje M oznaczymy 2 to orientacje indukowang OM oznacza¢ bedziemy O:

Twierdzenie 1 (Sir George Gabriel Stokes) Niech M bedzie zwartq zorientowang powierzch-
nig z brzegiem wymiaru n 1 niech w bedzie n — 1-formq na M, wowczas

/ dw = / w.
(M) (OM,00)

Rys. 1: Sir George Gabriel Stokes

Zeby uzyskaé¢ wglad w sytuacje zobaczmy najpierw jak wyglada catkowanie po kostce w R™.
Kostka co prawda, nie jest rozmaitoscia z brzegiem z powodu kantéw (brzeg jest jedynie ka-
walkami powierzchnia), jednak z punktu widzenia catkowania kanty nie sg ktopotliwe. Niech D
bedzie n-wymiarowsg kostka, tzn.

D = [ay,b1] X [a1,b1] X -+ X [an, by].

Brzeg D jest jedynie kawatkami powierzchnia, ale to nie bardzo przeszkadza. (n — 1)-forma w
do catkowania po brzegu D moze zosta¢ zapisana w nastepujacy sposob:

w=widz? Adz® A--- Ada™ —wodz' Ada® A Ada™ -+ (=DM wdat Ada? A Ada™ T



Rézniczkujemy:
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Oznaczamy teraz ¢ orientacje kanoniczng R” i catkujemy:
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W powyzszym wzorze {z' = b'} oznacza $ciang kostki dana réwnaniem z* = b’. Rozwazmy wigc
pare Scian z ustalona i-ta wspolrzedna. Forma w obcieta do $ciany {x = b'}, jest réwna

Wigizyy = (1) wi(2t, 2R et A Ada T AdaT A Ada®
a do $ciany {z' = a'}
Wigizay = (—1) T wi(z', .. a2 dat Ao AdeT AR T A A da?

Orientacja éciany {z’ = b;} indukowana przez orientacj¢ kanoniczng R™ jest to orientacja zgodna
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jedli i jest nieparzyste a przeciwna gdy 4 parzyste. Odwrotnie jest na $cianie {2 = b;}: orientacja
indukowana jest zgodna z (1) jesli ¢ parzyste i przeciwna jesli ¢ nieparzyste Mozna wiec napisac,
ze
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(wi)dz! - P2t dgn = (—1)”1/ (—1)* 1y :/ w
/{xi:bi} ({z'=b"},00) ({z'=0"},00)

(w;)da! - Peri . dpn = (—1)i/ (1) = —/ w.
/{xi:ai} ({ai=a'},00) ({z'=a'},00)

Mozemy zatem kontynuowaé pierwotny rachunek

- Z / / w.
({z*=b'},01) ({z*=a'},00) (0D,01)

Twierdzenie Stokes’a na kostce zostalo zatem udowodnione. Nieco machajac rekami mozemy
dalej argumentowaé nastepujaco: Obszary w R"™ bedziej skomplikowane niz kostki mozemy
zawsze na kostki podzieli¢. Catkowanie po wewnetrznych kostkach, ktére maja przylegajace do
nich inne kostki nie da wktadu, gdyz wktad od kazdej ze $cian zostanie rownowazony przez wktad
od Sciany sasiedniej kostki z przeciwng orientacjg. Niezerowe zostang jedynie wktady z brzegow
do ktérych nic nie przylega (Rys 2). Zeby jednak nie opieraé si¢ jedynie na machaniu rekami
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Rys. 2: Twierdzenie Stokes’a

przedstawiamy dowod Twierdzenia Stokes’a dla dowolnej zwartekj powierzchni z brzegiem.
Konieczne bedzie uzycie rozktadu jednosci.

Dowéd: Niech M bedzie jak w zatozeniach twierdzenia. Wezmy skonczony atlas (O;, ¢;)ier na
M zgodny z orientacja. Zbiér indekséw I moze by¢ skonczony, gdyz rozmaitos¢ M jest zwarta.
((’ji, ©i)ier oznaczaé bedzie odpowiedni atlas na dM. Korzystaé bedziemy takze ze zwiazanego
z pokryciem (O;);e; rozktadu jednosci (a;)ier. Zauwazmy najpierw, ze

dw =d(1-w) =d ((ze; ozi)w> - %d(aiw).

7, drugiej jednak strony

d ((Z o@w) =d)_a) Aw+ O a)dw =0+ (aydw).
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Podsumowujac, skoro zachodzi réwnosé form

dw =) d(aw) = (adw),

el el
to zachodzi takze réwnosé catek
I:/ dw—/ Zd W) / Zazdw
M) ZEI ZGI
Zajmiemy sie srodkowym wyrazeniem
I= / S d(aw) = /
My) zEI el
Kazda z form «;w ma nosnik w O;, podobnie d(a;w), catke mozna wiec zapisa¢ w i-tym uktadzie
wspotrzednych.
=% /
el (Oin)

a;w jest (n — 1)-forma, wiec ma postaé
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7 definicji catki z formy otrzymujemy

n klafz N kel Ofi v 1 m_
/(oi,l)d(aw / Z:: cdaf = (—1) / o T - d =

xz k=1 ©i(0:) O3

Korzystamy z twierdzenia Fubiniego

:zn: k 1/ dl’ . (bez k) dr /blC )afz

Obszar D; oraz granice catkowania a®(x), b¥(x) sa dobrane jak w twierdzeniu Fubiniego, a
zalezno$¢ od = wskazuje na zaleznosé granic od punktu w D;.

zzn:( k= 1/ dx} - - (bez k) (fz( s k(a:),...,x”)—fi(xl,...,ak(x),...,x"))
k=1

Jesli ;(0;) jest otwarty w R™, wtedy wartosci funkeji f; w punktach granicznych sa réwne zero,
gdyz noénik f; zawiera sie w ;(O)). Do catki wktad daja wiec tylko te uktady wspétrzednych,
ktére sg brzegowe, tzn ¢;(O0y) N E # (). Taki uktad wspohrzednych ma szczegblng postaé, tzn.
wyrézniona jest w nim pierwsza wspotrzedna. Wktad do catki daje jedynie sktadnik z k£ = 1,
gdyz w pozostatych punktach granicznych f; takze jest zero. Dla k = 1 granica gérna catkowania
b'(z) = 0. W granicy dolnej takze funkcja f; znika. Calka taka ma postac

/ d(oyw) = / f:(0,2% ... 2™)d2? - - - da" = / _ fi(0, 22 2™)da? - - - da
Oi,’b Z(OZ)QE @z(oz)



Zgodnie z definicjg caltki na rozmaitosci

Z/ . fi(0,$2,...,$n)dx2...dxn:/ o,
7i(O0;)

il (OM,01)
gdyz (O, ¢;) stanowi atlas na M zgodny z orientacja a obciecie (o;) do brzegu jest rozktadem
jednosci na brzegu.l]

1.2 Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes’a

W tej czesci zajmiemy sig interpretacja ponizszych wzoréw analizy wektorowej w jezyku Twier-
dzenia Stokes’a.

/S (7ilrot X )do = /8 (E1x)ae 2)
/Ddidev = /aD(ﬁ|X)d0. (3)

Dyskutowaé¢ bedziemy obiekty, ktore zdefniowa¢ mozna na rozmaitosci M wyposazonej w
strukture metryczng g, tzn. na przestrzeni stycznej w kazdym punkcie dany jest iloczyn skalarny,
czyli forma dwuliniowa, niezdegenerowana, symetryczna i dodatnio okreslona.

Przypomnijmy sobie kilka faktéw algebraicznych. Niech V' bedzie przestrzenia wektorows
skonczenie-wymiarowa a g iloczynem skalarnym okreslonym na tej przestrzeni. Illoczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G: V-V, G(v) = g(v,-).

Fakt, ze iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, ze odwzorowanie G jest samosprzezone.
Fakt, ze iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, ze G jest izomorfizmem liniowym.
Dodatkowym obiektem zwigzanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g, ktora stuzy
do definiowania dtugosci wektora:

9(v) = g(v,v), o]l = /g(v).

My pracowaé¢ bedziemy géwnie z g i G. Je$li w V' wybierzemy baze e = (eq, es, ... e,) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzezony izomorfizm przedstawi¢ mozemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g].. Dla wygody bedziemy takze uzywaé
oznaczenia G.. Bedziemy takze pomija¢ symbol bazy, jesli bedzie jasne jakiej bazy uzywamy.
Wyrazy macierzowe G;; maja postac

Gij = g(ei, e;).

Zwroémy uwage na potozenie indeksow, ktore, jakkolwiek historyczne, ma jednak uzasadnienie.
Tradycyjnie indeksy przy wspotrzednych wektora piszemy na goérze oraz sumujemy po powta-
rzajacych sie indeksach gérnym i dolnym. W tej sytuacji, jeli v = v'e; oraz w = w'e; to

g(v,w) = gijviwj

albo
g(v,w) = ([v]°)" Ge[w)®.
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Jedli e = (¢,...,e") oznacza bazg¢ dualng do e to

G(v) = Gyv'e! € V*.

Zapisaé tez mozna
g=Gye' ®e.

Zamiana bazy w macierzy formy dwuliniowej odbywa si¢ wedtug wzoru

gf = QTger

gdzie () jest macierza odwzorowania identyczno$ciowego na V' zapisanego w bazach f i e,
doktadniej

Q = [idy|%s.
Zamieniajac baze w macierzy odwzorowania uzywamy macierzy przejscia wzajemnie odwrot-
nych. Tu obkltadamy wyjsciowa macierz macierza przejscia i do niej transponowana. Odzwier-
ciedla to charakter macierzy G. Jest to oczywiscie takze kwadratowa tabelka liczb, ale funkcjo-
nujaca inaczej niz zwykta macierz odwzorowania.

Tensor metryczny na rozmaitosci zadaje powyzej opisang strukture punkt po punkcie na
przestrzeniach stycznych i kostycznych. Mamy wiec iloczyn skalarny g na kazdej z przestrzeni
stycznych, mozemy liczy¢ dtugosci wektorow stycznych oraz dysponujemy izomorfizmem samo-
sprzezonym

G:TM — T"'M.

[zomorfizm ten pozwala utozsamia¢ wektory z kowektorami, co jest wykorzystywane w teoriach
fizycznych, cho¢ zazwyczaj pomijane milczeniem jako oczywiste. Majac do dyspozycji lokalny
uktad wspoétrzednych (O, ), ¢ = (z',2% ..., 2") mamy takze w kazdym punkcie baze prze-
strzeni stycznej i przestrzeni kostycznej. Mozemy zatem uzywac¢ macierzy zwigzanej z tensorem
metrycznym. Wyrazy macierzowe G;; sa teraz nie liczbami a funkcjami gtadkimi na M. Zatézmy
teraz, ze rozmaito$¢ M jest orientowalna oraz ze wybrano na niej orientacje . Orientowalno$¢
wiaze si¢ z istnieniem nieznikajacych n-form nazywanych formami objetosci. Istnienie tensora
metrycznego i wybranej orientacji pozwala zdefiniowa¢ w kanoniczny sposob forme objetosci
zwigzang z metryka. Jesli uktad wspotrzednych jest zgodny z orientacja, to metryczna forma
objetosci €2 ma postaé
O =+VdetGdz' Ada® A --- Adz™

Struktura metryczna i orientacja pozwala utozsamia¢ pola wektorowe i jednoformy oraz
pola wektorowe i n — 1 formy. Jesli X jest polem wektorowym na M, to G o X jest jednoforma
a ixS) jest (n — 1)-forma.

Gradient: Gradient jest polem wektorowym odpowiadajgcym rézniczce funkcji. Jesli f jest
funkcja gtadka na M
grad f = G~ odf.

Definicja ta jest niezalezna od wspoétrzednych. Pozwala jednak w tatwy sposob zapisywaé gra-
dient w dowolnych wspotrzednych bez ucigzliwego zamieniania zmiennych w operatorach réz-
niczkowych. Prawidlowa definicja gradientu pozwala takze odpowiedzie¢ na pytanie, czy dane



pole wektorowe X jest gradientem funkcji, tzn. czy ma potencjal sklarny. Pole majace poten-
cjal skalarny odpowiada jednoformie, ktora jest rozniczka, zatem jej rézniczka musi by¢ zero.
Warunkiem koniecznym potencjalnosci pola jest wiec, aby

d(Go X) =0.

[stnienie badz nieistnienie potencjatu zalezy juz dalej od ksztattu obszaru, jak w Lemacie Po-
incare.

Rotacja: Na trojwymiarowej zorientowanej rozmaitosci z metryka zdefiniowa¢ mozna rotacje
pola wektorowego (rot A) nastepujacym wzorem

d(G ¢} A) = ZrOtAQ'

Sprawdzmy, ze na R3 z kanonicznym iloczynem skalarnym i kanoniczng orientacja otrzymamy
znane nam juz wzory na rotacje pola wektorowego w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych.
Niech

0 0 0

A=A, —+A,—+A,—.
x8x+ y8y+ “0z

Korzystajac z faktu, ze kanoniczne wspotrzedne w R? sg ortonormalne otrzymujemy
GoA=A,dxr + A,dy + A.dz.

Po zrézniczkowaniu otrzymujemy

A A A A
d(GoA) = aayxdy/\dx+aa;dz/\d:v+%xydx/\dy—l—aazydz/\dy%-@a;dx/\dz—k ayzdy/\dz =
04, 0A4A, 0A, 04, 0A, 0A,
<8x_ ay)dx/\dy+ ( 3y _82> dy Adz + ( 9. a%)dz/\d:z:

Oznaczmy teraz B = rot A. Forma objetosci w kanonicznych wspotrzednych to 2 = deAdyAdz.
Mamy zatem
188 = B,dy Ndz + B,dz Ade + B.dx Ady

i z poréwnania obu wzoréw otrzymujemy

ot A — 0A, 04, g—i— 0A, 0A, ﬁ—l— 04, 0A,\ 0
~\ oy 0z | Ox 0z ox | Oy ox Oy ) 0z

co zgadza sie z tradycyjnym wzorem na rotacje. Zaletg naszej definicji jest, ze mozemy teraz za-
pisac rotacje w dowolnym uktadzie wspotrzednych nie dokonujac ucigzliwej zamiany zmiennych.

Fakt 2
rot grad f = 0.

Dowéd:
Zrotgrade - d(G o grad f) = d(G o) G_l o df) = ddf = 0.



Zwezenie w formg objetosci jest rowne zero jedynie dla pola zerowego, zatem istotnie rot grad f =
0. O

Powyzszy fakt wskazuje, ze jedna z metod sprawdzania potencjalnosci pola jest obliczenie jego
rotacji. Fakt, iz rotacja gradientu znika, wynika ze znikania drugiej rézniczki.

Dywergencja: Na metrycznej orientowalnej rozmaitosci dowolnego wymiaru zdefiniowa¢ moz-
na dywergencje pola wektorowego wzorem

(div X)Q2 = d(2x$2).

Dywergencja nie zalezy od orientacji wzgledem ktérej wybrana jest forma objetosci €2, gdyz
pojawia sie ona po obydwu stronach rownania. Ewentualna zmiana znaku odbywa sie jedno-
czednie po obu stronach rownania. W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych tatwo jest wypisacé
dywergencje:

d(1x$) = d(X,dy Adz + X,dz Adz + X, dz Ady) =
0X, 0X 0X,
dz Ady Adz + —2dy Adz Adz + —2dz Ade Ady =
ox oy 0z
0X, N 0X, N 0X,
Ox dy 0z

>dx/\dy/\dz,

Zatem

) X, 0X, 0X,
div X = g + oy + oz

Takze i w tym przypadku bardzo tatwo jest wypisa¢ dywergencje w innym uktadzie wspotrzed-
nych korzystajac z definicji a nie z procedury zamiany zmiennych.

Fakt 3
divrot X =0
Dowdd:
(divrot X)Q = d(0t x2) =d(dG o X)) =0
O
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