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1 Calkowanie form rézniczkowych

1.1 Klasyczne wersje Twierdzenia Stokes’a

W tej czesci zajmiemy sie interpretacja ponizszych wzoréw analizy wektorowej w jezyku Twier-
dzenia Stokes’a.

/S(ﬁ|rot X)do = /83(7?|X)d€ (1)

/D div X dv = /6 ({]X)do: 2)

Dyskutowaé bedziemy obiekty, ktére zdefiniowaé¢ mozna na rozmaitosci M wyposazonej w
strukture metryczna g, tzn. na przestrzeni stycznej w kazdym punkcie dany jest iloczyn skalarny,
czyli forma dwuliniowa, niezdegenerowana, symetryczna i dodatnio okreslona.

Przypomnijmy sobie kilka faktéow algebraicznych. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowsa
skonczenie-wymiarowa a ¢ iloczynem skalarnym okreslonym na tej przestrzeni. Iloczyn skalarny
definiuje odwzorowanie

G:V—-V*, G(v) = g(v,-).
Fakt, ze iloczyn skalarny jest symetryczny powoduje, ze odwzorowanie G jest samosprzezone.
Fakt, ze iloczyn skalarny jest niezdegenerowany powoduje, ze G jest izomorfizmem liniowym.
Dodatkowym obiektem zwigzanym z iloczynem skalarnym jest forma kwadratowa g, ktora stuzy
do definiowania dhugosci wektora:

9(v) = g(v,v), vl = vg(v).

My pracowaé¢ bedziemy géwnie z g i G. Je$li w V' wybierzemy baze e = (eq, es, ... e,) iloczyn
skalarny oraz odpowiedni samosprzezony izomorfizm przedstawi¢ mozemy przy pomocy macie-
rzy. Macierz formy g w bazie e oznaczamy zazwyczaj [g].. Dla wygody bedziemy takze uzywaé
oznaczenia G.. Bedziemy takze pomija¢ symbol bazy, jesli bedzie jasne jakiej bazy uzywamy.
Wyrazy macierzowe G;; maja postacé

gij = g(eiaej)'

Zwroémy uwage na potozenie indeksow, ktore, jakkolwiek historyczne, ma jednak uzasadnienie.
Tradycyjnie indeksy przy wspotrzednych wektora piszemy na goérze oraz sumujemy po powta-
rzajacych sie indeksach gérnym i dolnym. W tej sytuacji, jesli v = v'e; oraz w = w'e; to

g(v,w) = gijviwj
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albo
g(v,w) = ([v]°)" Ge[w”.

Jedli e = (¢',...,&") oznacza baze dualna do e to
G(’U) = gijviej eV

Zapisa¢ tez mozna
g=0c' ®¢e.

Zamiana bazy w macierzy formy dwuliniowej odbywa sie wedlug wzoru

Gr = Q1G.Q,

gdzie () jest macierza odwzorowania identyczno$ciowego na V' zapisanego w bazach f i e,
doktadniej

Q) = [idy|%.
Zamieniajac baze w macierzy odwzorowania uzywamy macierzy przejscia wzajemnie odwrot-
nych. Tu obktadamy wyjsciowa macierz macierza przejscia i do niej transponowang. Odzwier-
ciedla to charakter macierzy G. Jest to oczywiscie takze kwadratowa tabelka liczb, ale funkcjo-
nujaca inaczej niz zwykta macierz odwzorowania.

Tensor metryczny na rozmaitosci zadaje powyzej opisang strukture punkt po punkcie na
przestrzeniach stycznych i kostycznych. Mamy wigc iloczyn skalarny g na kazdej z przestrzeni
stycznych, mozemy liczy¢ dtugosci wektorow stycznych oraz dysponujemy izomorfizmem samo-
sprzezonym

G: TM — T"'M.

[zomorfizm ten pozwala utozsamiaé wektory z kowektorami, co jest wykorzystywane w teoriach
fizycznych, cho¢ zazwyczaj pomijane milczeniem jako oczywiste. Majac do dyspozycji lokalny
uktad wspétrzednych (O, ), ¢ = (z*,2?%,...,2") mamy takze w kazdym punkcie baze prze-
strzeni stycznej i przestrzeni kostycznej. Mozemy zatem uzywacé¢ macierzy zwigzanej z tensorem
metrycznym. Wyrazy macierzowe G;; sa teraz nie liczbami a funkcjami gtadkimi na M. Zat6zmy
teraz, ze rozmaito$¢ M jest orientowalna oraz ze wybrano na niej orientacje 2. Orientowalnosé
wigze si¢ z istnieniem nieznikajacych n-form nazywanych formami objetosci. Istnienie tensora
metrycznego i wybranej orientacji pozwala zdefiniowa¢ w kanoniczny sposéb forme objetosci
zwiazang z metryka. Jesli uktad wspotrzednych jest zgodny z orientacja, to metryczna forma
objetosci €2 ma postac
QO =+detGdz' Adz? A--- Ada”

Struktura metryczna i orientacja pozwala utozsamiaé pola wektorowe i jednoformy oraz
pola wektorowe i n — 1 formy. Jesli X jest polem wektorowym na M, to G o X jest jednoforma
a ix$ jest (n — 1)-forma.

Gradient: Gradient jest polem wektorowym odpowiadajacym rézniczce funkcji. Jesli f jest
funkcja gtadka na M
grad f = G~ odf.

Definicja ta jest niezalezna od wspotrzednych. Pozwala jednak w tatwy sposéb zapisywaé gra-
dient w dowolnych wspotrzednych bez ucigzliwego zamieniania zmiennych w operatorach réz-
niczkowych. Prawidtowa definicja gradientu pozwala takze odpowiedzie¢ na pytanie, czy dane



pole wektorowe X jest gradientem funkcji, tzn. czy ma potencjal sklarny. Pole majace poten-
cjal skalarny odpowiada jednoformie, ktora jest rozniczka, zatem jej rézniczka musi by¢ zero.
Warunkiem koniecznym potencjalnosci pola jest wiec, aby

d(Go X) =0.

[stnienie badz nieistnienie potencjatu zalezy juz dalej od ksztattu obszaru, jak w Lemacie Po-
incare.

Rotacja: Na trojwymiarowej zorientowanej rozmaitosci z metryka zdefiniowa¢ mozna rotacje
pola wektorowego (rot A) nastepujacym wzorem

d(G ¢} A) = ZrOtAQ'

Sprawdzmy, ze na R3 z kanonicznym iloczynem skalarnym i kanoniczng orientacja otrzymamy
znane nam juz wzory na rotacje pola wektorowego w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych.
Niech

0 0 0

A=A, —+A,—+A,—.
x8x+ y8y+ “0z

Korzystajac z faktu, ze kanoniczne wspotrzedne w R? sg ortonormalne otrzymujemy
GoA=A,dxr + A,dy + A.dz.

Po zrézniczkowaniu otrzymujemy

A A A A
d(GoA) = aayxdy/\dx+aa;dz/\d:v+%xydx/\dy—l—aazydz/\dy%-@a;dx/\dz—k ayzdy/\dz =
04, 0A4A, 0A, 04, 0A, 0A,
<8x_ ay)dx/\dy+ ( 3y _82> dy Adz + ( 9. a%)dz/\d:z:

Oznaczmy teraz B = rot A. Forma objetosci w kanonicznych wspotrzednych to 2 = deAdyAdz.
Mamy zatem
188 = B,dy Ndz + B,dz Ade + B.dx Ady

i z poréwnania obu wzoréw otrzymujemy

ot A — 0A, 04, g—i— 0A, 0A, ﬁ—l— 04, 0A,\ 0
~\ oy 0z | Ox 0z ox | Oy ox Oy ) 0z

co zgadza sie z tradycyjnym wzorem na rotacje. Zaletg naszej definicji jest, ze mozemy teraz za-
pisac rotacje w dowolnym uktadzie wspotrzednych nie dokonujac ucigzliwej zamiany zmiennych.

Fakt 1
rot grad f = 0.

Dowéd:
Zrotgrade - d(G o grad f) = d(G o) G_l o df) = ddf = 0.



Zwezenie w forma objetosci jest rowne zero jedynie dla pola zerowego, zatem istotnie
rot grad f = 0.

O
Powyzszy fakt wskazuje, ze jedna z metod sprawdzania potencjalnosci pola jest obliczenie jego
rotacji. Fakt, iz rotacja gradientu znika, wynika ze znikania drugiej rézniczki.

Dywergencja: Na metrycznej orientowalnej rozmaitosci dowolnego wymiaru zdefiniowa¢ moz-
na dywergencje pola wektorowego wzorem

(div X)Q = d(2x).

Dywergencja nie zalezy od orientacji wzgledem ktérej wybrana jest forma objetosci €2, gdyz
pojawia si¢ ona po obydwu stronach réwnania. Ewentualna zmiana znaku odbywa sie jedno-
czednie po obu stronach rownania. W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych tatwo jest wypisacé
dywergencje:

d(1xQ) = d(X,dy Adz + X, dz Adz + X, dz Ady) =
X, X X,

0 da:/\dy/\dz—l—&dy/\dz/\dxjta—dz/\dx/\dy:
ox dy 0z

0X, N 0X, N 0X,

Ox dy 0z

>dx/\dy/\dz,

Zatem 0X, 0X, 0X
div X = T Y z
v ox + dy + 0z

Takze i w tym przypadku bardzo tatwo jest wypisa¢ dywergencje w innym uktadzie wspotrzed-
nych korzystajac z definicji a nie z procedury zamiany zmiennych.

Fakt 2
divrot X =0
Dowéd:
(divrot X)Q = d(0t x2) =d(dG o X)) =0
O

Analizujac wzory uzywaé (1, 2) powinni$my raczej pojecia gestosci, ktéra odpowiada tra-
dycyjnemu ”elementowi objetosci” dv, ,elementowi powierzchni” do czy ,elementowi dtugosci”
dl. Nie dyskutowalismy jednak form nieparzystych oraz gestosci, dlatego postuzymy sie dotych-
czas wprowadzonym jezykiem. Na potrzeby wzoru (1) zatozy¢ trzeba, ze S jest dwuwymiarowa
zwarta powierzchnig z brzegiem zanurzong w tréjwymiarowej zorientowanej rozmaitosci M z
metryka. Na potrzeby wzoru (2) zalozy¢ nalezy, ze D jest n-wymiarows zwartg rozmaitoscia
z brzegiem zanurzong w n-wymiarowej zorientowanej rozmaitosci M. Zajmiemy sie najpierw
wzorem (2). W naszym jezyku ,element objetosci” to forma objetosci zgodna z orientacja i
zwigzana z metryka, zatem napisa¢ mozemy

/didev:/ (div X)Q =
D (D)
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i dalej idzie samo
= [ dox) = [ 0=
(D) (0D, d0)

Korzystajac z uktadéw wspodtrzednych typu opisanego w definicji rozmaitodci z brzegiem oraz
ze stosownego rozktadu jednosci napisa¢ mozna ciag dalszy rachunku w postaci

= Z/ det Ql dz? A -+ Adal.
’L:+

el
W powyzszym wzorze catkujemy po dziedzinie uktadu wspotrzednych ¢; = (22,...,2") na
brzegu z orientacja zgodna z kolejnoscia wspotrzednych (z?,...,2™). X} jest pierwsza wspol-

rzedna pola wektorowego w uktadzie wspotrzednych ¢ = (:L' a2, ., an

57 ") za$ G; to macierz
iloczynu skalarnego wyrazona w bazie zwigzanej z uktadem wspotrzednych. Po prawej stronie
réwnosci (2) do odpowiada formie objetosci na brzegu zapisanej dla metryki g obcietej do brze-
gu. W uktadzie wspotrzednych ¢ forma ta ma posta¢ v/det S; dz? A --- A dz!'. Macierz S; jest

podmacierza macierzy G; odpowiadajaca wspotrzednym od 2 wzwyz, tzn

Gu ‘ Giz2 -+ G
G2

G; =
S;

gln
Poszukajmy teraz wektora normalnego do powierzchni 0D skierowanego ,na zewnatrz”. Niech
7 = o'0;. Pomija¢ bedziemy indeks numerujacy uktady wspotrzednych. Warunek ,skierowania
na zewnatrz” oznacza, ze ot > 0. Wektor 7 ma by¢ prostopadly do 9; dla j > 1, czyli

0=g(7,0;) = Gua'6F = Gyja'  j > 1. (3)

Jednocze$nie wektor 7 ma by¢ dtugosci 1, czyli

1=g(A,7) =Gya'ad =) (D Gja'al) => Gua'a' (4)
i i
Wyrazenia (3) i (4) mozna razem zapisa¢ macierzowo
Gin G2 -+ G o 1/at
Ga1 Gaz -+ Gop o? 0
; Do : Co| T ; (5)
gnl gn2 U gnn a” 0

Macierz G jest odwracalna. Wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej oznaczamy tradycyjnie
GY. Uzywajac macierzy odwrotnej rozwigzemy réwnanie (5).

al = gljé}/al — ol =G,

of =G*5 ot = ol =G/VGI, j>1
Obliczmy teraz g(7, X)

g(ﬁa X) = gijain = guO/Xl = gﬂgﬂ/\/ glle = Xl/\/ G,
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Po prawej stronie wzoru (2) we wspéhrzednych mamy wiec
/( X IVGIWVAet S da? A -- - A da™. (6)
O+

Potrzebujemy zwiazek miedzy detG a detS. W tym celu rozwazmy przejécie od bazy e =
(01,0, ...,0,) do bazy f = (7, 0z, ...,0,). Macierz przejscia [id|} ma postac

(ol 00 0]
a? 10 0
e 3
= o 010
o™ 00 1 |
Macierz iloczynu skalarnego w bazie f to
1‘0 e 0
0
: S ’
0
a operacja zmiany bazy daje
10 e 0 (o' 0 0 01" [a' 00 0]
0 a? 10 0 a? 10 0
. —|a® 01 0| g|o® 01 0
: S
0
a0 0 L] [ a” 0 0 L]

Liczymy wyznacznik
detS = (a')*det G

i pierwiastek

Vdet S = atvdet G

ale o' = +/G!1, zatem
Vdet S = vVGlVdet G

Po podstawieniu powyzszego zwiazku do (6) prawa strona (2) przyjmuje postaé
/~ (X /VGI)Wdet Sda? A - - Ada" =
(O,+)
/(~ (X VGGV e G da? A A d =
O+

/~ X'WdetGdz? A - -+ A dz”
@.4)

i jest réwna lewej stronie.



Zajmiemy sie teraz wzorem (1). Analizujac (2) ustaliliémy, ze catka

/(ﬁ|X)dcr:/ 1x Q.
oD oD

Skorzystamy z tego przeksztatcajac lewa strone (1):

/S(ﬁ]rotX)dJ:/SzmtXQ:/Sd(GoX) - [ Gox.

08

Zapiszmy teraz forme pod caltky w uktadzie wspoétrzednych
GoX = ginidxj
Jesli
I>r— (:cl(r),xz(r),x?’(r)) € 0S
jest parametryzacjg brzegu 0S5 to

/asGOX = /Igij(r)Xi(r)j:jdr

Jednostkowy wektor styczny to

- 1
f=—0,
ezl

natomiast
87« - :'6181 + Li'282 + Li'ga;g.

[loczyn skalarny pod catka mozna zapisa¢ jako
G X'a’ = g(X,0r) = g(X, 1) 0,

Jesli wezmiemy pod uwage, ze

de = |0,||dr

rachunek (7) mozna kontynuowaé

/85GOX = /Ig@'inj;jdr = /I(X|f)|](9rﬂdr/as()(|f)dg_

O

1.2 Wieloformy, wielowektory, Gwiazdka Hodge’a

Material zawarty w tym podrozdziale omoéwiony zostanie na ¢wiczeniach.

W bardzo podobny sposoéb do tego, w jaki definiowaliémy wieloformy na przestrzeni wekto-
rowej, zdefiniowa¢ mozna wielowektory. Skorzystamy tu z prawdziwego dla skonczenie-wymia-
rowych przestrzeni wektorowych faktu iz (V*)* jest kanonicznie izomorficzna z V. Mozemy
zamieni¢ rolami V' i V* traktujac V' jako zbiér funkcji liniowych na V* i rozwazac takze zbioér
funkcji wieloliniowych antysymetrycznych na V*, czyli A¥ V. Swéj odpowiednik wektorowy ma

tez konstrukcja iloczynu zewnetrznego. W jezyku tensorowym mamy

VAW =wRW—wRQV



oraz
VI NV A Ny = Z SEN 0Vg(1) @ Vg(2) @+ + + @ Vg (k)-

€Sk

Poniewaz (V @ V)* ~ V* ® V* mozemy obliczy¢ a A f na v A w:

(aNBovAw)=(a@F-FRa,v@Ww—wRUv) =
a(v)B(w) — a(w)B(v) — Bv)a(w) + Bw)a(v) = 2a(v)B(w) — a(w)B(v)]

1 ogblnie

(a" Aa® A AaF v  Avg A Ay = KDY sgnoal (ve) - @ (V)
ocESk

Oznacza to, ze jesli e i € sa para baz dualnych w V' i V* to uktady e;, Aej, A+ - -Ae;, , @A - -Aelk
dlai; <9 < -+ <ig, J1 < Jo < --- < Jg nie sg parg baz dualnych. Gdzies trzeba podzieli¢ przez
k!. Majac iloczyn skalarny g na V' mozemy utozsamia¢ wektory z kowektorami przy pomocy
izomorfizmu G. lloczyn skalarny mozemy wprowadzi¢ takze na V*:

g(v,w) = (v|w) = (G(v),w) = Gp'v! gl B) = (alf) = (@, G (B)) = G of;

Zgodnie z konwencjg, GY to wyrazy macierzowe macierzy odwrotnej do G. Izomorfizmy G i
G~! mozemy rozszerzy¢ na dowolne iloczyny tensorowe. Na przyklad jesli a ® 3 € V* @ V* to
Gl a®p) =G a)@G(B) € V®V. Zakladajac, ze rozszerzenie jest liniowe otrzymujemy

-1 . g i i i141 2] ik
G iy - - 1€ VE?® -+ @ €™) = 0,3, GG GWrej ®ej, @ ® e,

Korzystajac z rozszerzenia G i G~ definiujemy iloczyn skalarny na przestrzeni k-form AF V*
wzorem

(@' NN NP | BEABEA---ABF) = ;'(G‘l(al)AG‘l(aQ)A- CAGTHAR), BEABEA A BR,

na dowolne wieloformy (niekoniecznie proste) rozszerzamy poprzez warunek liniowosci.

Gwiazdka Hodge’a: Na rozmaitosci M z metryka g mamy iloczyn skalarny na kazdej prze-
strzeni stycznej, zatem wszystko o czym byla mowa prawdziwe jest punkt po punkcie. Jesli
dodatkowo rozmaito$é jest zorientowana i w zwigzku z tym wyposazona w kanoniczng forme
objetosci zdefiniowa¢ mozna przydatne odwzorowanie

QM (M) — Q" F(M)

wzorem 1
*Qy = ng—l (o) Q.

Mamy tu do czynienia z pewng kolizjg oznaczen: QF oznacza zbiér k-form ma M i jednoczesénie
Q) jest formg objetosci. Myéle jednak, ze damy rade odréznia¢ o ktéra ,,omege” kiedy chodzi.



Sprawdzmy najpierw jak nasza definicja dziala w praktyce. Zaczniemy od najprostszego przy-
padku: M = R3, orientacja kanoniczna, iloczyn skalarny kanoniczny, G = 1, Q = da! Adz? Ada3.

wdz! = 1g-1(gp1ydzt Ada? Ada® =19 da’ Ada? Ade® = da? A da?
#dr? = 1g-1(g,2)dzt A dz? A da? = 19,dzt A dae® Ada® = —dat A da?
*da?® = 1g-1(gp5)da’ Ada? Ada? = 15,dat Ada® Ade® = dat A da?

x(dz! A dx?) = %qu(ddexz)dxl Adz? A da? =19, 00,d2t Ada? Adz® = % -2 - da?

Popatrzmy teraz na rachunki w uktadzie sferycznym:

1 0 0
Q=r’sinddrAddAndp, G=|0 r? 0
0 0

72 sin? ¢
*dr =15 Q = r?sind dd A dyp

xd) = ZT%QTQ = 519,02 = —sinddr Adp

1 _ 1
r2 sin219@8<9Q - sinﬂdr A dv

xdp =

xdr A d = %T%zarwﬂﬂ = sinddyp

Zauwazmy, ze

% drt = xdz? A dz® = da’, **dr/\dgz):*(—, dﬁ)zdr/\dcp
sin )
7 drugiej strony na R?
sdr! = dz?,  xdz? = —dz!, s xdz! = xdz? = —dzt

Wydaje sie wiec, ze ztozenie *xx jest réwne identycznosci z doktadnoscia do znaku. Znak ten
musi mie¢ co$ wspolnego z rzedem formy i wymiarem przestrzeni.

Fakt 3 Zachodzq nastepujgce rownosci
1. x1 =90
2. xQ =1
3 xxa=(—1)"Ra aecQF(M)
4. aAxB=(a|)Q «a,B € QM)

Dowéd: Zauwazmy, ze * jest operacja punktows, zatem mozna wybra¢ wygodny uktad wspot-
rzednych. W tym przypadku jest to taki uktad wspotrzednych, dla ktérego w ustalonym punkcie
baza (01, 0s,...,0,) jest ortonormalna. Pracowa¢ bedziemy w takim uktadzie wspotrzednych.
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Wtedy G~!(dz") = 0;. Zaczynamy od dowodu punktu (3). Kazda k-forma jest kombinacja li-
niowg form bazowych dz* Adx®2 A - - - Ada? z funkcyjnymi wspotczynnikami. * jest liniowa nad
funkcjami, wiec mozna sprawdzi¢ tylko na formach bazowych. Zalézmy, ze i1 < 1o < --- < 4y,

) ) ) 1 . ) )
*drt Adz? A - ANda™ = Hlailx\aizm.mikd:vl A« Adx"™ = sgnodx A dzt2 A Ade,
gdzie i1 < igyo < --- <1, oraz o jest permutacja

(1 2 ok k41 .- n)
g — . . . . .

11 19 (7 Zk‘—}—l Un

Aplikujemy * drugi raz

s xdz Adz A - Adaz't = ssgnodz™tt Adzt2 AL Adatt =
sgnosgn pda™ Adz A - Adat

Permutacja p ma postac

_( 1 2 - n—k n—k+1 --- n)

I+l T2 i1 R

Pozostaje do obliczenia sgn o sgn p: Pamietajac, ze znak jest homomorfizmem grupy permutacji
w grupe {—1, 1} z mnozeniem zauwazamy, ze

Sgn o sgn p = sgn psgn o — sgn p sgn ol = sgn(po a’l)

Ostatnie ztozenie jest permutacja

-1 _ i1 b vt g lgpg1 N
poo = . . . . . ,
Zk—l—l /Lk+2 P ZTL Zl PR Zk

ktérej znak jest réwny (—1)5"=*) Dla dowodu punktu (2) zauwazmy, ze G~1(Q) = 9, A 0, A
-+ N\ Oy, dalej

1 1
*Q:—|z((91/\82/\~~/\(9n)(2:—'n!:1
n! n!

Punkt (1) wynika z (3) i (2), a wlasciwie jest jedyna sensowna definicja gwiazdki zero-formy,
ktéra pasuje do pozostatych wzoréw. W punkcie (4) zauwazmy, ze obie strony sa dwuliniowe,
mozna wiec sprawdzaé na formach bazowych. Niech wicc o = dat Adax®2 A--- Ada® i 8 =
da/t Adz?2 A- - - Ada’k. Forma *3 jest, z doktadnodcig do znaku, iloczynem zewnetrznym rézniczek
dale+t Adxde+2 A- - Adadn ) gdzie {1, oy - Jky Jhtts - -5 dnt = 11,2, ...,n}. W tej sytuacji aA*3
jest rozna od zera jedynie gdy {iy,...,ix} = {Jj1,...,Jr}. Jesli dodatkowo zalozymy naturalne
uporzadkowanie indekséw oznacza to, ze i; = j; dlal = 1,...,k and o« = . Podobnie («| )
jest rézna od zera jedynie gdy a = (3, gdyz

1 . A .
(a|B) = E,lail/\"‘/\aikdle Ada?? A - AdalE
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Ostatecznie, gdy a = 3 prawa strona to
(a|a)2=Q
a lewa
a A*a =sgnodz™ Ada A - Ada™ Adat Adz2 A - Ada'™ = (sgno)®Q.

Dla porzadku zapiszmy, ze o jet permutacja

(1 2 ok k41 - n)
g = .. . . .

11 19 U ik+l U,
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