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1 Roézniczkowanie pdl i form

1.1 Pochodna Liego

W geometrii rézniczkowej interesuje nas czesto jak dane pole tensorowe zmienia sie od punktu
do punktu na rozmaitosci. A wlasciwie czesciej chodzi o to, czy sa jakies kierunki w ktorych
si¢ nie zmienia. Tu jednak napotykamy na pierwsza pojeciowa trudnosé: zazwyczaj nie wiado-
mo jak poréwnywaé rozmaite pola (pola wektorowe, formy rézniczkowe...) miedzy punktami
na rozmaitosci. Mozemy poréwnywaé¢ wartosci funkeji w réoznych punktach, ale nie mozemy
poréwnywacé wartosci pola wektorowego w réznych punktach. Wiadomo co to znaczy ,funkcja
f jest stala na M”, ale nie wiadomo co to jest state pole wektorowe. Na przykltad na sferze
dwuwymiarowej we wspélrzednych (¢, ¢) pole wektorowe X = 0, bylibysmy by¢ moze sktonni
uznaé za state, ale to samo pole wektorowe we wspolrzednych stereograficznych wyglada juz
zupelnie inaczej 0, = —x0, +y0, i pomyst z nazwaniem go stalym polem wydaje si¢ cokolwiek
dziwny. Roznica polega na tym, ze wigzka M x R — M, ktérej cieciem jest funkcja jest try-
wialna i wartosci funkcji w roznych punktach naleza do tej samej przestrzeni. Wigzka, ktorej
cieciem jest pole wektorowe 7y, : TM — M juz trywialna nie jest: wartosci w roznych punk-
tach nalezg do roznych przestrzeni stycznych. Przestrzenie te sg co prawda izomorficzne, ale nie
kanonicznie. Zeby poréwnywaé wartosci pola wektorowego w réznych punktach potrzebujemy
albo dodatkowej struktury (ktéra nazywa sie, zgodnie z tym do czego stuzy, powigzaniem lub z
taciny koneksjq) albo jakiej$ metody na sprowadzanie wartosci z otoczenia do jednego punktu.
Dzisiaj bedziemy mowili raczej o tym drugim sposobie. Do sprowadzania wartosci pol wektoro-
wych albo kowektorowych do jednego punktu postuzy nam potok pola wektorowego. Cata wiec
operacja badania zmiennosci réznych pél tensorowych, czyli obliczania pochodnych tych pol,
odbywag¢ sie bedzie wzdtuz ustalonego pola wektorowego.

Podstawowym pojeciem potrzebnym do zdefiniowania pochodnej Liego jest potok pola wek-
torowego. Odwzorowanie rézniczkowalne ¢ : R x M — M nazywamy grupq dyfeomorfizmaow,
jezeli spetnione sa dwa warunki

L.Vge M ¢(0,q) =q,
2. Vge M,s,t,e R @(s+t,q) = ¢(s,¢(t,q)).

Bedziemy uzywaé takze oznaczenia ¢, dla odwzorowania g — ¢(t,q). Powyzsze warunki ozna-
czaja, ze wo = id pr, @1 © s = Yrys. Z warunku drugiego wynika, ze kazde odwzorowanie ¢,
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jest dyfeomorfizmem, gdyz odwrotne istnieje (jest réwne ¢_;) i jako odwzorowanie z tej samej
rodziny jest rézniczkowalne. Grupa dyfeomorfizmow definiuje pole wektorowe na M wzorem

_d
~ dtp=o

X*?(q) o(t,q).

Ze wzgledu na warunek (2) pole to jest niezmiennicze ze wzgledu na ;. Istotnie, wektor
Tpi(X(g)) jest wektorem stycznym do krzywej s — ¢i(05(q)) = wis(q) = @s(pi(q)) =
X (p(q)). W kontekscie catkowania p6l wektorowych méwimy zazwyczaj o lokalnej grupie dy-
feomorfizmow. Jest to odwzorowanie ¢ : 2 — M, gdzie 2 jest otwartym podzbiorem w R x M
zawierajacym podzbior {0} x M. Warunek (1) pozostaje bez zmian, a warunek (2) ma by¢
speliony jesli tylko (t,¢q), (s,¢(t,q)) i (s +t,q) sa elementami Q. Oczywiscie lokalna grupa
dyfeomorfizméw takze definiuje pole wektorowe: zeby mie¢ wektor styczny wystarczy ,krociut-
ka” krzywa z parametrem w otoczeniu zera. Okazuje sie, ze jest tez odwrotnie, tzn. kazde pole
wektorowe definiuje lokalng grupe dyfeomorfizmow:

Twierdzenie 1 Gladkie pole wektorowe X na M definiuje lokalng jednoparametrowq grupe
dyfeomorfizméw ¢~ takq, Ze

X(q) = E\t:&ox(t’@‘ (1)

Dowdéd: Dowdd oparty jest na twierdzeniu Cauchy’ego o istnieniu i jednoznaczno$ci wraz z
twierdzeniem o zaleznosci rozwiazania od warunkoéw poczatkowych. W uktadzie wspotrzednych
nasze rownanie rozniczkowe ma postac

dz’
dt

X'(2(t)) =

Jest to uktad réwnan rézniczkowych na R™. Z Twierdzenia Cauchy’ego wynika zatem istnienie
krzywej catkowej t — ;(q) okreslonej na pewnym otoczeniu I zera w R z warunkiem po-
czatkowym ¢o(q) = q. Z jednoznacznosci rozwiazania wynika takze, ze jesli tylko wszystkie
napisy maja sens to ¢i(¢s(q)) = ¢irs(q). Z twierdzenia o zaleznosci rozwiazania od warun-
kéw poczatkowych wynika, ze dla kazdego punktu ¢ € M istnieje otoczenie O, C M oraz
odcinek zawierajacy I, C R zawierajacy 0 taki, ze rozwigzanie z warunkiem poczatkowym
(s,p) € I, x O, istnieje dla czasu z odcinka [s — €, s + €] oraz € jest niezalezny od (s, p). Oznacza
to, ze €2 na ktorym okreslona jest jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw moze byé¢ wziete

jako Q = U,en(Iq x Of).

Niech teraz X bedzie polem wektorowym, a ¢ odpowiadajacg mu lokalnag grupa dyfeomor-
fizméw. Dyfeomorfizmy ¢; beda stuzyty do przenoszenia wartosci pél tensorowych z otoczenia
punktu ¢ € M do punktu ¢g. Przyjrzyjmy sie sytuacji dla pola kowektorowego czyli dla jedno-
formy. Niech wigc a € Q' (M) bedzie jednoforma. Ustalmy ¢ € M i rozwazmy krzywa

t— (pia)(q).

Jest to krzywa, ktoérej wartosci leza w przestrzeni wektorowej T, M. Wektor styczny do krzywej
w przestrzeni wektorowej moze by¢ identyfikowany z elementem tej samej przestrzeni. Mozna
go takze znalez¢ korzystajac z tradycyjnego wzoru przypominajacego ,granice ilorazu réznico-
wego”. Mamy wiec definicje



Definicja 1 .
(Lxa)(q) = lim — ((¢;)(q) — alq))

t—0 ¢

Z definicji wynika, ze pochodna Liego jest liniowa ze wzgledu na dodawanie form oraz mnozenie
form przez liczby. Nie jest jednak liniowa ze wzgledu na mnozenie przez funkcje. Definicja jest
niestety mato praktyczna. Sprébujmy znalezé¢ jakis wygodny wzor na pochodng Liego jedno-
formy. Skorzystamy ze wzoru na rézniczke jednoformy zwanego wzorem Tulczyjewa. Wezmy
dwa wektory v,w € T,M i odwzorowanie x : R* — M takie, ze x(0,0) = ¢, v jest wektorem
stycznym do krzywej t — x(t,0) i w jest wektorem stycznym do krzywej s — x(0, s). Wartosé
rozniczki formy « na wektorach v i w mozemy obliczy¢ wedtug wzoru

d

d8|s 0

da(w,w) = & (alx(t0), L% (L) — 2 (a(x(0, ), 14V (0,5)).

dt|t=0

W powyzszym wzorze wektor t(%Vy(¢,0) oznacza wektor styczny do krzywej s — x(t,s) w
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Rys. 1: Tlustracja do wzoru Tuczyjewa

s = 0, czyli zaczepiony w punkcie x(¢,0). Podobnie wektor t%y/(0, s) oznacza wektor styczny
do krzywej t — x(t,s) w t = 0, czyli zaczepiony w punkcie x (0, s). W uktadzie wspdirzednych
powyzsze rachunki wygladatyby tak:

a=q;(z)da’, v=1v'0;, w=wd; x(st)=(2"(q)+vt+w's),

tOUx(t,0) = (2°(q) + v't, w), t10x(0, 5) = (2'(q) + w's, v%),
— (At 7 AN o’ 7 1) — Lo da gt L
da(v, w) d i (ozz(x (q) +v't)w ) ds 1o (al(:)s (q) +w's)v ) Tl W T W

Niezaleznos$¢ wyniku od wyboru odwzorowania x wynika z symetrii drugich pochodnych czast-
kowych. Istrotnie, w uktadzie wspotrzednych odwzorowanie x dane jest przez uktad gladkich
funkcji dwoch zmiennych x(¢, s) = (x'(t, s)). Wzér Tulczyjewa przyjmuje wige postaé

da(v, w) = ddt|t0 <Ozi(Xj(t,0))aa>; (t, 0)) dd$|so (ai(Xj(O s))aax (0, s)) =
00 (00,00 20,00 2 0,0) + 0,1 (0.0) X 0,00+

00 00,00 2 0,0 25(0,0) + (1 (0.0) 2 20,0




Fragmenty zaznaczone na czerwono upraszczaja sie, natomiast

i i an ok o’ o
X' (0,0) = z*(q), P (0,0) = w”, T (0,0) = v’.
Wréémy teraz do pochodnej Liego formy a. Wiadomo, ze Lxa ma by¢ jednoforma — dowie-
my sie jaka to jest jednoforma, jesli bedziemy wiedzieli jak ona dziala na wektor styczny v.
Wezmy wige ustalony (ale dowolny) wektor v € T,M oraz jaka$ krzywa s — ~(s), ktéra ten
wektor reprezentuje. Uzywajac wzoru Tulczyjewa obliczymy da(X(q),v) przyjmujac jako x
odwzorowanie x(,s) = ¢:(7(s)). W tej sytuacji

tOVx(,0) = Toy(v),  tH9%(0,5) = X (7(s))

Wstawiamy powyzsze informacje do wzoru Tulczyjewa
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Rys. 2: Odwzorowanie x(t,s) = ¢¢(7(s))

da(X(q),v) = im(a(wt(Q)),T@t(v» - :8|80<a(7(s)),X(7(3)> -
jtt:o«wi‘ )(q),v) — (d(@(X)a)(q),v)

Pierwszy ze sktadnikow to wtasnie warto$¢ L£xa na wektorze v. OtrzymaliSmy zatem réwnosé

da(X(q),v) = (Lxa)(q), v) — {d(u(X)a)(q),v)
Biorac pod uwage, ze punkt ¢ i wektor styczny v byly wybrane dowolnie otrzymujemy rownosé

Lxa =1(X)da + di(X)a.

Wréémy teraz na chwile do wzoru Tulczyjewa. Przypomina on nieco inny wzér (Cartana) na
rozniczke formy obliczong na dwoch polach wektorowych. Dla jednoformy przyjmuje on postaé

da(X,Y)=XaY) —Ya(X) + o([X,Y]).

Pierwszy i drugi sktadnik tego wzoru mozemy wyznaczy¢ postugujac sie odpowiednio dobranym
odwzorowaniem podobnym do x. Oznaczymy przez ; potok pola X, za$ przez 1, potok pola
Y. Na przyktad Xa(Y) to

d

Xa(Y) = Jlalpa)), Te(Y(9))



Wektor Ty, (Y (q)) to t@Vx(¢,0) dla odwzorowania x(t,s) = ¢;(1s(q)). Sktadnik Yo (X) to

Ya(X) = S {al(a), To(X(0)

Wektor Tto(X(q)) to tH05(0,s) dla odwzorowania Y(t,s) = ¥4(:(q))). Odwzorowania x i
X nie zazwyczaj pokrywaja sie. Konkretny przyktad zobacza panstwo na ¢wiczeniach. Miarg
braku zgodnosci jest wlasnie [ X, Y], ktory jako poprawka pojawia sie w trzeciej czesci wzoru.

Kolejnym zadaniem bedzie znalezienie pochodnej Liego funkcji na rozmaitosci f. Definicja
formalna jest bardzo podobna jak dla jednoformy:

(Lx)(a) = lim -+ (F(a)) — £(a)

Jest dosé¢ oczywiste, ze
Lxf=Xf=df(X)=uX)df

Sprawdzimy teraz jak pochodna Liego dziata na iloczyn fa. lloczyn funkeji i jednoformy to tez
jednoforma, wiec mozemy uzy¢ $wiezo wyprowadzonego wzoru:

Lx(fa)=1X)d(fa)+du(X)(fa)=2(X)(df ANa+ fda)+d(fe(X)a) =
(U X)df)a—(u(X)a)df + fo(X)da +1(X)a)df + fd(o(X)a) =
(Lx fla+ f(X)da+du(X)a)) = (Lxfla+ fLxa

Uzyskaliémy cos w rodzaju reguty Leibniza:

£X<f0é) = (EXf)a -+ fﬁxOé.

Pora rozszerzy¢ pojecie pochodnej Liego na wieloformy. Formalnie definicja wyglada identycz-
nie.

Definicja 2 Pochodng Liego k-formy w w kierunki pola X nazywamy k-forme, ktorej wartosé
w punkcie q¢ dana jest wzorem

(Lxw)(g) = lim ~ ((5w)(g) — (1))

t—0 ¢

Zobaczmy jak to dziata na iloczynie zewnetrznym:

Lx(@AB) =lim(gi(anB) —anp)=
lim (pja A —pia AN+ oja N —anf) =
lim (o A (p 0 = B) + +Hpja —a) A B) =
L eiB=P\ . (via—a _
%E%QOtOKA( t )JF%LI%( t )Aﬁ_

(,CXCY) A ﬁ +aAN Ex(ﬁ)



Tym razem to juz nie ,co§ w rodzaju”, tylko poprostu reguta Leibniza. Wyglada na to, ze
pochodna Liego jest rézniczkowaniem algebry zewnetrznej form roézniczkowych. Ze wzgledu na
przemienno$¢ d i pull-backu obowiazuje takze wzor

,Cde == dEXu).

Wzoér wyprowadzony wczesniej dla jednoform okazuje sie obowiazywaé takze dla wieloform.
Rachunek przeprowadzimy na wspotrzednych i skorzystamy z liniowosci:

Lx(fdz™ A~ Ada'*) =

k
(Lxf)(da™ A-oAda™) + £ da™ A ALyxda™ Ao Ada'™ =

j=1

k
(Xf)d,”]?il/\"'/\dflfik‘i‘dexil/\"'/\dXij/\"'/\d.CEik (2)

Jj=1

1(X)d(fdx™ Ao Ada'™) = o(X)df Adz™ A~ Ada™t =

(X f)da™ A -+ Ada™ + (3)

d(o(X) fdaz™ A -+ Ada') =
k — )
d(f SO (=1 Xda™ Ao Ada A - Adat =
j=1
+fzd$“ A AdXY A - Adrt* (4)

j=1

Dodajac (3) i (4) otrzymujemy (2), gdyz wyrazy zaznaczone na zielono upraszczaja sie. Pood-
sumujmy wtasnosci pochodnej Liego w dziataniu na formy rézniczkowe:

Fakt 1 1. Pochodna Liego k-formy jest k-formg,
2. Pochodna Liego jest operacjq liniowg, tzn dla a,b € R Lx(aa+ b)) = alxa + bLx M,
3. Spetniona jest requlq Leibniza Lx(a A () = (Lxa) NGB+ a A Lxf,

4. W dzialaniu na formy prawdziwy jest wzor Lx = 1(X)d+ du(X).

Pozostaje sprawdzenie jak pochodna Liego dziata na pola wektorowe.

Definicja 3 .
LxY =lim - (To-(Y(p:(q)) — Y(q)).



Zgodnie z definicja transportujemy warto$é¢ pola Y z punktu ¢;(¢) do punktu ¢. Tym razem
musimy uzy¢ odwzorowania stycznego Top_,. Powstalg krzywa jest krzywa w przestrzeni wek-
torowej T,M. Warto$¢ pochodnej Liego to wektor styczny do tej krzywe;j.

Fakt 2
LxY =[X)Y]

Dowéd:

(ExY)f =l 7 (To (Y (gla)f ~ Y (0)f) =

lim ~ (To_o(Y (e(@))f — Y(@e@))f + Y (@) f — Y(@)f) =

t—0 ¢

Fragment zaznaczony na czerwono to

lim © (V(u(0))f — Y(0)f) = X(Yf)

t—0 ¢

Fragment zaznaczony na niebiesko to

fooi—f

iy 7 (T (o) =Y (o)) = iy Gt (L

t—0 t

) — v (xp)

Ostatecznie

LxYf=X{Y[)=Y(X[)=[X.Y]f

7 dowolnosci f wynika teza.[]
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