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1 Roézniczkowanie pél i form

W poprzednim podrozdziale zajmowalisémy si¢ rozniczkowaniem poél tensorowych wzdtuz pola
wektorowego, czyli pochodna Liego Lx. Wartos¢ pochodnej Liego zalezy w sposéb bardzo
istotny od pola wektorowego wzdtuz ktorego rozniczkujemy. Zaleznosé ta jest powazniejsza
niz tylko zalezno$¢ od wartosci pola w danym punkcie ¢ - jest to zaleznos¢ od tego jakie jest
pole w otoczeniu q. Oczywiscie pochodna Liego rézniczkuje swoj argument, to znaczy jesli
argument pomnozymy przez funkcje, wynik bedzie zalezat od pochodnych tej funkcji: Dla pola
wektorowego otrzymamy

Lx(FY) = [X, Y] = [IX.Y] + (XF)Y = FLxY + (Lxf)Y 1)
a dla formy «

Lx(fa)=(Lxf)a+ fLxa (2)

Wzory (1) i (2) wyrazaja regule Leibniza dla pochodnej Liego. Okazuje sie, ze podobnie jest
jesli pomnozymy przez funkcje pole wzdtuz ktérego rézniczkujemy. Poréwnajmy Lx z Lyx dla
gtadkiej funkcji f. Najpierw pochodna Liego pola wektorowego

LixY = [fX,Y] = fIX,Y] — (V)X = fLxY — (df,Y)X (3)
potem pochodna formy

Lixa=1(fX)da+d((fX)a) = fo(X)da +d(fu(X)a) = A

= fi(X)da+df AN(X)a+ fd(X)a= fLxa+df AN(X)a ()
W obu wzorach (3) i (4) pojawia sie rézniczka funkeji f, co wskazuje na zalezno$é od wartosci
pola w otoczeniu ¢, a nie jedynie w punkcie q. My jednak caly czas poszukujemy odpowiednika
rozniczkowania po wspotrzednych, ktore jest mozliwe na R™, lub ogdlniej, na przestrzeni afi-
nicznej. We wspéhrzednych (z%) zwiazanych z punktem qq i baza (e,) w przestrzeni modelowej
V' rozniczkowanie to wyglada nastepujaco

Dy(X) = v"(0,X")e, (5)

gdzie v = v%, oraz X = X’e,. Wzér jest poprawny, tzn jest niezmienniczy ze wzgledu zmiane
bazy w V' i zmiane punktu poczatkowego ag. Wzér (5) jest poprawny dlatego, ze wiazka styczna
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do przestrzeni afinicznej jest trywialna: przestrzen styczna w kazdym punkcie jest kanonicznie
izomorficzna z V. Jeszcze inaczej mozna powiedzieé, ze wzér (5) jest poprawny poniewaz wiemy
co to znaczy przesuwaé wektor styczny wzdtuz krzywej w A. Rozwazajac powierzchnie M C A
nie mozemy uzy¢ wzoru (5), bo na powierzchni nie mamy wyréznionej klasy uktadéw wspot-
rzednych. Jedli za$ uzyjemy dowolnych wspotrzednych wzoér przestanie by¢ niezmienniczy, czyli
nie bedzie definiowat zadnego obiektu geometrycznego. Pole wektorowe X : M — TM mozemy
oczywiscie zapisa¢ w bazie (e,) otrzymujac X = X%, (zatem na oko podobnie jak poprzednio),
z tg jednak roznicg, ze funkcje X okreslone sg jedynie w punktach nalezacych do M. Mozemy
takze, korzystajgc z zanurzenia M w A wyliczy¢ D, X jedli tylko v € TM. Problem w tym,
ze otrzymany wektor najprawdopodobniej nie jest styczny do M. Z tego da sie wybrnaé jesli
w V' mamy wyrdzniony iloczyn skalarny. (Tak jest oczywiscie jesli A = R™.) Iloczyn skalarny
pozwala roztozy¢ przestrzen T,A = V styczng do A w punkcie ¢ na sume prosta przestrzeni
T,M =W, i W, tn

V=W,eW; (6)
Mozemy teraz napisa¢ definicje

Definicja 1 Niech M bedzie powierzchnia zanurzong w przestrzeni afinicznej A z wyréznionym
iloczynem skalarnym. Pochodng kowariantng pola wektorowego X na M w kierunku wektora
stycznego v € T,M nazywamy wektor

VX = (D,X)I, (7)
gdzie () oznacza rzut na W, zwiazany z rozktadem (6).

W powyzszej definicji wspéhrzedne nie sa uzywane, nie ma wiec watpliwosci, ze (7) definiuje
pewien wektor z W,. Wyrazenie na wspotrzednych tez bedzie nam potrzebne. Wprowadzmy w
tym celu w otoczeniu ¢ w M uklad wspohrzednych (¢%), i = 1. .. k. Wektory 0; tworza wigc baze
W,. Potrzebujemy jeszcze n —k wektoréw rozpinajacych WqL. Oznaczymy je no, « =1...n—k.
Kazdy z wektorow e, zapisa¢ mozemy w bazie ztozonej z 0; oraz n, otrzymujac

ea = ALO; + A%ny

Macierz A, ktérej pierwsze k wierszy to A’ a dalsze n—k wierszy to A% jest macierza przejscia z
bazy (e,) do bazy (i, n,). Wyrazy macierzowe A! i A® sa funkcjami na M, mozna je wiec wyra-
zi¢ jako funkcje wspotrzednych (o). Pole wektorowe X zapisujemy w bazie e,: X = X(¢')e,,
wektor v zapisujemy w bazie (0;) 1 wyznaczamy

D, X = v"(0;X")e,.
Zeby wzigé czesé styczna do M uzywamy macierzy A:
D, X = v"(0;X*)(AL0; + A%n,,).

Wida¢ wiec, ze ' ‘
VX =v'(0,X*)AL0;.

W powyzszym wzorze nie podoba mi si¢ jszcze to, ze pole X caly czas mamy wyrazone w bazie
e, a nie w bazie 0;, ktéra jest dla niego naturalniejsza.

X = (A_l)?Xi’
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zatem

Vo X = 0'0,((A7)iX") AL0; = v 0, (A™)7) X AL, + v (A1) 10y(X ) ALY, =
0i(X7)'0; + [0, (AT A’ X509, (8)
Zauwazmy, ze fragment wzoru zapisany na niebiesko nie zalezy wcale od pola X ani od kierunku

w ktorym rézniczkujemy. Jest on zwigzany z powierzchniag na ktoérej o wszystko si¢ dzieje.
Niebieskie funkcje oznaczamy I, tzn

Uy = 0,((A ) A, (9)

a

i nazywamy symbolami Christoffela (Erwin Bruno Christoffel (1829-1900), matematyk niemiec-
ki). Z uzyciem symboli Christoffela pochodng kowariantna zapisujemy nastepujaco

Vo X = 0i(X))0' 4+ T ' X*. (10)

Przyktad 1 Policzmy (niektére) symbole Christoffela na sferze S? C R3. Mamy n = 3, k =
2, wspOtrzedne z® to (x,y,z), wspotrzedne (¢') to (p,0) pochodzace ze sferycznego uktadu
wspotrzednych. Baza e, to (0,,0,,0.), baza (0;) to (0,,0s), jako wektor normalny mozemy
wziaé 0,. Postugujac sie znanymi wzorami

x =1cospsind

y =rsinpsind

z=1rcosf

i przyjmujac r = 1 najdujemy wyrazy macierzowe macierzy A~
0, = —sin@sin 00, + cos ¢ sin 60,
Oy = cos ¢ cos 00, + sin ¢ cos 00, — sin 00,
0, = cos @ sin 00, + sin ¢ sin 09, + cos 00,
Macierz A~! ma postaé

—sinpsinf cospcosf cospsind

Al = | cospsing sinpcosf singsinf |
0 —sind cosf
zatem .
_singp Cos 0
sin 6 sin 6
A= cospcosf sinpcosh —sinb

cospsing sinpsin€  cosé

Skorzystamy ze wzoru (9) zauwazajac, ze mozna go zapisa¢ na dwa sposoby:
Tl = 0((ATHD AL = —0,(AD (AN
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Przyktadowe rachunki:

o _ _Simp) e ) _ (cosgo) B ) _
re, 8¥,< e (—sinpsing) — 0, 7 (—cos psinb)

— cos psinp 4 cos psinp =0

sin cos

0) (cos p cos 0) —8¢<

gp) (sinpcosf) =

cos? @ cot f + sin” p cot § = cot 0

g, =0, (- .
O v sin sin

Pozostate wspotczynniki Christoffela na sferze prosze wyznaczyé samodzielnie. Zeby oszczedzié
sobie rachunkéw mozna skorzystaé z faktu (ktéry udowodnimy wkrétce), ze

Fakt 1 Wspotczynniki Chrisoffela na powierzchni zanurzonej sq symetryczne, tzn I‘ék = }w
)

W dalszym ciagu sprobujemy przyjrzec sie pochodnej kowariantnej i wyciggnac z jej definicji
istotne elementy, ktére mozna bedzie uogdlni¢ na rozmaitosci niezanurzone. Szukamy wiec tej
dodatkowej struktury, ktora jest potrzebna, zeby pochodna kowariantna istniata. Najpierw po-
myslimy chwile nad struktura iterowanej wiazki stycznej TTA. Wiadomo, ze TA jest trywialna
irowna A x V', zatem nie ma watpliwosci, ze TTA = AXxV xV xV Przestrzen styczna do TA w
punkcie (¢, w) zawiera wektory styczne do krzywych ¢ +— (q(t), w(t)), gdzie ¢(0) = ¢, w(0) = w.
Oznaczmy v = ¢(0) i u = w(0). Element TTA jest wiec czworka (g, w, v, u). Wsrdéd wszystkich
krzywych w TA przechodzacych przez (¢, w) dla t = 0 mozemy wyrdzni¢ dwie klasy: krzywe
dla ktérych q(t) = q jest state oraz krzywe dla ktorych w(t) = w jest stale. Wektory styczne
do krzywych z pierwszej klasy sa postaci (¢, w,0,u) a wektory styczne do krzywych z drugiej
klasy maja postaé (¢, w,v,0). Pierwsze z nich nazywaé¢ bedziemy pionowymi (wertykalnymi) a
drugie poziomymi (horyzontalnymi). Wektory pionowe zaczepione w punkcie (¢, w) oznaczymy
V4w TA apoziome H,,, TA. W ten sposob mamy rozktad przestrzeni stycznej do TA w punkcie
(¢, w) na sume prosta wektoréw pionowych i poziomych:

TowTA=V,, TA®H,,TA.

Krzywa pozioma, tzn taka dla ktorej w(t) = w jest state mozemy interpretowaé jako przesuniecie
réwnolegle wektora w wzdtuz krzywej t — q(t).

Co z tego wszystkiego przetrwa obciecie do powierzchni M7 7 cala pewno$cig nie wszystko.
Wiemy juz od dawna, ze TM nie jest wigzka trywialng. Przestrzen T,M = W, jest podprze-
strzeniag w V', ale w kazdym punkcie nieco inna, wiec w TM nie mamy struktury iloczynu
kartezjanskiego. Jedyne co pozostaje to rzut na M. Iterowana wiazka styczna TTM nadal za-
wiera oczywiscie wektory styczne do krzywych w TM, ale z dwéch opisanych wczesniej klas
pozostaje tylko jedna. Krzywa w TM nadal mozemy zapisa¢ jako t — (q(t),w(t)) korzystajac
z zanurzenia, ale pamieta¢ musimy, ze w(t) € Wy). Krzywa pionowa ¢ — (¢, w(t)) nadal jest
krzywa w TM, ale krzywa t — (q(t),w) moze ,wytazi¢” poza TM. Nie wiemy jak przesu-
waé wektory styczne rownolegle wzdhuz krzywych, nie mamy wiec pojecia krzywej poziome;j.



7 rozkltadu iterowanej przestrzeni stycznej na cze$é¢ pozioma i pionowa przezywa tylko pod-
wigzka pionowa zawierajaca wektory styczne do krzywych pionowych. Zatézmy teraz na chwilg,
ze M jest poziomicg odwzorowania F : A — R™, potraktujmy TTM jako zawarte w TTA i
sprawdzmy jakie podzbiory dostaniemy w poszczegdlnych czynnikach iloczynu kartezjanskiego
TTA = AxV xV x V. Na pierwszym mejscu mamy M C A, M = F~}0). Gdy ustalimy
q € M to na drugim miejscu mamy W, = ker F'(q). Rozwazmy teraz krzywa ¢ — (q(t), w(t))
w TM. Wektor styczny do tej krzywej moze nadal byé¢ reprezentowany czworka (q,w,v,u),
musimy tylko wiedzieé¢ jakie warunki musze spelnia¢ v i u. Krzywa t — ¢(t) lezy w M, zatem
v = ¢(0) lezy w W, (na trzecim miejscu jest wiec W;). Krzywa w(t) ma wartosci w Wy, to
znaczy dla kazdego t zachodzi
F'(q(t))(w(t)) = 0.

Po zrézniczkowaniu dostajemy zatem warunek na u = w(0) w postaci
F(g)(v, w) + F'(g)(u) = 0.

Wektor u jest wiec elementem podprzestrzeni afinicznej w V' modelowanej na W,. Podprzestrzen
ta zalezy nie tylko od ¢ i w ale takze od v. Oznaczymy ja U, .. (to jest podzbiér pojawiajacy
se na czwartym miejscu) . Ostatecznie (¢, w, v, u) jest elementem TTM jesliq € M, w,v € Wy,
u € Uyypp. Co to wszystko ma wspdlnego z pochodng kowariantng? O tym na nastepnym
wyktadzie.
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