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1 Roézniczkowanie pél i form

1.1 Pochodna kowariantna

Zalegty fakt:
Fakt 1 Wspotczynniki Christoffela na powierzchni zanurzonej sq symetryczne, tzn F;k = F};j.

Dowdd: Symetria wpotczynnikow Christoffela dla pochodnej kowariantnej pochodzacej od za-
nurzenia powierzchni w przestrzen afiniczng z iloczynem skalarnym wynika z symetrii drugich
pochodnych czastkowych. Istotnie, wyrazy macierzowe wystepujace we wzorze (??) pochodza
od zamiany zmiennych, tzn
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Wstawiajac powyzsza posta¢ wyrazéw macierzowych (A71)¢ do (??) otrzymujemy
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Wzér (7?) definiujacy D, X dla pola wektorowego X na przestrzeni afinicznej A wyrazony
jest we wspotrzednych, w dowolnym, ale afinicznym uktadzie wspotrzednych. Czy potrafimy
zdefiniowaé te wielko$¢ bez uzycia wspoétrzednych? Niech v bedzie elementem T,A = V a
t — q(t) krzywa taka, ze ¢(0) = v. Pole wektorowe X jest odwzorowaniem X : A — TA.
Sktadajac q(-) z X otrzymujemy krzywa ¢t — X (q(t)), ktorej wartosci leza w TA. Wektor
styczny do X o ¢(-) w punkcie (¢, X(q)) to czworka (¢, X(q),v, D,(X)). Okazuje sie¢, wiec, ze
D,(X) jest czescig pionowq wektora stycznego do X oq(-) wyznaczona wzgledem rozktadu (?77).
Dla pelnej poprawnosci musimy jeszcze zauwazyc¢, ze wektory pionowe sg styczne do przestrzeni
stycznej w jednym punkcie, zatem mogg zosta¢ utozsamione z elementami tej przestrzeni.

Zgodnie z naszymi obserwacjami w T,,, TM jest wyrézniona podprzestrzen wektoréw piono-
wych, ale nie ma podprzestrzeni wektoréw poziomych, dlatego nie ma tez rozktadu podobnego
do (??) i rzutu na wektory pionowe. Okazuje sie jednak, ze jesli A (a wlasciwie V') jest wy-
posazona w iloczyn skalarny w T,.,, TM to podprzestrzenn wektoréw horyzontalnych pojawia
sie w sposéb naturalny. Rozwazmy wektor styczny do TM w punkcie (¢, w) reprezentowany
czworka (¢, w, v, u). Wiadomo, ze w,v € W, oraz u € U, ., przy czym ostatnia przestrzen jest
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pewng podprzestrzenia afiniczng modelowang na W,. Zauwazmy, ze jesli U, ,,, nie jest réwne
Wy, to WrNUqwe = {uo}, tzn istnieje doktadnie jeden wektor prostopadty do W, i zawarty w
Ugww- Istotnie, zatézmy, ze sa przynajmniej dwa rézne takie wektory ug i @y. Wowczas ug — g
jest jednoczesnie elementem przestrzeni W, modelowej dla U, ,,, oraz elementem WqL. Oznacza
to, ze uy = Ug. Z drugiej strony VVqL N Ugwep nie moze by¢ zbiorem pustym. Kazdy element
u € Uy roztozyé mozna wedtug sumy prostej (?7) u = ull + ut. Wtedy ut = v — ull jest
elementem U, ,,, i jednoczesnie elementem W,. Z powyzszych rozwazan wynika, ze wszystkie
u € Uy maja te sama cze$¢ prostopadly do W,. Czwoérke reprezentujaca wektor styczny do
TM w punkcie (g, w) mozna zapisaé¢ wiec jako

(q7 w, v, Ug + UH)

i roztozy¢ na sume
(Q7w7v7u0 +UII) = (q,’lU,’U,'U,()) + (Q7w707u”) (1>

Pierwszy wektor nazywaé¢ bedziemy poziomym a drugi pionowym. Znowu widzimy, ze czesé
pionowa moze byé tatwo identyfikowana z elementem ul € T,M = W,. Ostatni wektor w
czworce odpowiadajacej wektorowi poziomemu jest jednoznacznie wyznaczony (zakladajac, ze
znamy ¢, w, v) co oznacza, ze istnieje podniesienie horyzontalne wektoréw z T,M do wektoréw z
T,w TM dla dowolnego w. Istotnie niech (¢,v) € T,M oraz (q,w) € T,M wtedy podniesieniem
horyzontalnym (q,v) do punktu (¢, w) nazywamy wektor

<QJ U)?q,w) = (Q7 w,v, Uo)

gdzie ug = W N Uguwo-

Wréémy teraz do pola wektorowego X na M i wektora v € TM stycznego do krzywej
t — q(t). Wektor styczny do ztozenia X o q(-) jest elementem TTAM danym przez czworke
(¢, X(q),v,D,X). O D, X wiadomo, ze nalezy do przestrzeni afinicznej Uy x(q),», daje si¢ wiec
roztozyé na sume D, X = (D, X)* 4 (D,X)I. Zgodnie z (1) otrzymujemy

(4, X(q),v, DuX) = (¢, X(q), v, (DX)") + (¢, 0,0, (D, X)) =
(¢, X (q), v, (DX)") + (¢, X(q),0,V,.X). (2)

Zapisane powyzej rozwazania sformutujemy zaraz jako ,Fakt”. Potrzebujemy jeszcze tylko bar-
dziej eleganckiego opisu wektora stycznego do zlozenia X o ¢(-). Jesli potraktujemy X jako
odwzorowanie X : M — TM to wektor ten jest rowny TX (v)

Fakt 2 Niech M oznacza powierzchnie zanurzong w przestrzeni afinicznej A wyposazonej w
tloczyn skalarny. Niech X bedzie polem wektorowym na tej powierzchni. Pochodna kowariantna
V. X jest réwna czesci pionowej wektora TX (v).

Pokazalismy, ze pochodna kowariantna na powierzchni M wiaze si¢ z istnieniem rozktadu
przestrzeni stycznej do TM na czesé pionowa i pozioma. Na powierzchni zanurzonej w R™ ten
rozklad istnieje naturalnie (bo R™ ma iloczyn skalarny). Rozktad przestrzeni stycznej na czesé
pozioma i pionowa nazywa si¢ koneksjqg albo powigzaniem. Pochodna kowariantna i powigzanie
sa dwoma r6éznymi opisami tej samej struktury. W nastepnym semestrze dowiemy sie, ze bar-
dzo podobnie definiuje si¢ koneksje i pochodng kowariantng w dowolnej wiazce wektorowej lub



w wiazce gltéwnej (cokolwiek to znaczy). Na razie moze sie wydawaé, ze wszystkie te rachun-
ki prowadzace od definicji 7?7 do faktu 2 sg jedynie niepotrzebnym komplikowaniem prostego
obiektu geometrycznego. Okazuje sie jednak, ze taki jezyk (przestrzenie wertykalne i horyzon-
talne, podniesienie horyzontalne i koneksja) jest bardzo dobry do interpretowania na przyktad
krzywizny koneksji (nastepny semestr!). Juz za chwile przyda nam sie to wszystko do uzyska-
nia odpowiedzi na pytanie co z czym powigzanie wiagze i jak przesuwaé réwnolegle wektory na
powierzchni zanurzone;j.

W wiazce stycznej do przestrzeni afinicznej A wyr6zniliSmy krzywe poziome postaci t +—
(q(t),v) i pionowe postaci t — (q,v(t)). Krzywa pozioma interpretowaliémy jako przesuniecie
stalego wektora v wzdtuz krzywej t +— ¢(t). Zauwazyliémy takze, ze na powierzchni M C A
mozemy wyrozni¢ naturalnie jedynie krzywe pionowe. Okazuje sie jednak, ze w obecnosci ilo-
czynu skalarnego takze pojecie krzywej poziomej, a co za tym idzie przesuniecia wektora wzdtuz
krzywej w M ma sens. Niech wiec t — ¢(t) bedzie krzywa w M. W kazdym punkcie tej krzywej
wyznaczamy wektor styczny (q(t),¢(t)), ktory nastepnie podnosimy horyzontalnie do kazdego
punktu (g(t),w) € TyuM. Otrzymamy w ten sposob pole wektorowe na 75, ({q(t),t € I}.
To pole wektorowe mozemy potraktowaé jak réwnanie roézniczkowe na krzywe w TM lezace
nad krzywa t — ¢(t). Rozwiazanie tego réwnania z warunkiem poczatkowym dla ¢ = ¢, beda-
cym wektorem w € Ty, M = Wy, nazwiemy przesunigciem rownolegltym wektora w wzdluz
krzywej t — q(t). Zobaczmy jak we wspdlrzednych wygladaé bedzie réwnanie rézniczkowe na
przesuniecia rownolegte.
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