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1 Roézniczkowanie pél i form

1.1 Pochodna kowariantna

Zobaczmy jak we wspotrzednych wyglada¢ bedzie réwnanie rézniczkowe na przesuniecia row-
nolegte.
Rozwazmy wiec krzywa
t— (q(t),w(t)) € TM, toznaczy q(t) e M, w(t) e Wyy.
Chcemy, zeby wektory styczne do tej krzywej byly w kazdym punkcie wektorami poziomy-
mi. Krzywa t — ¢(t) traktujemy jako dana, szukamy krzywej ¢ — w(t) spelniajacej warunek
poczatkowy w(0) = w. Wektor styczny do krzywej t — (q(t), w(t)) w punkcie odpowiadaja-
cym wartosci parametru t jest elementem TTM postaci (q(t), w(t),4(t),w(t)). Wektor ten jest
horyzntalny jesli ¢(t) € WqL(t).
w(t) = w(t) e = w(t)* Al (q(t))0; + w(t)* A%ny,.

Warunek horyzontalnosci oznacza, ze

Vi w(t)"Aq(q(t)) = 0. (1)
Ten warunek zapiszmy w terminach wspotrzednych (¢*) na M, gdyz wiadomo, ze w(t) = w'(t)0;:

w'(t) = (A7 (q(t))jw" (2).

Powyzszy wzér wstawiamy do (1)

= ft (A (a)iut(t)) = jt (A7 (q(®)g) wh(t) + (A~ (g())jui* (1),

Ostatecznie (rezygnujemy z jawnego wypisywania zaleznosci od t)

_d
Cdt

W' (t)

0= 5 ((ATHE) wh Ay + (A4 = 94(AT i wh A, + o =
[0;( A AL ¢t + o = Ty iu® + it
Warunek na horyzontalnosc krzywej t — (q(t), w(t)) we wspdtrzednych ma postaé

W' = =T w" (2)



Przyktad 1 Zroébmy stosowne rachunki na sferze dwuwymiarowej o promieniu 1 we wspoit-
rzednych (p, ) pochodzacych od wspotrzednych sferycznych. Wspétezynniki Christoffela to

I7,=0, I =T =cotd, I, =0, sz = —cos¥sind, rgﬁ = rg@ =0, TY, =0,

Wyznaczymy przesuniecie rownoleglte wektora w = dy wzdtuz 30 rownoleznika, czyli wzdtuz
krzywej t — (t,79 = %). Startujemy z pozycji (30°NO°E), czyli gdzied w Algierii. Patrzymy w
kierunku wektora w(t) czyli poczatkowo na poludnie (w kierunku dy) i jedziemy na wschod.
Czy po objechaniu kuli ziemskiej nadal bedziemy patrze¢ na potudnie? Okazuje sie, ze uktad
rownan, ktory mamy do rozwigzania to

we | 0 cot Uy w?
w? | T | —sindy cos g 0 w?

co dla ¥y = m/3 przyjmuje postaé
we ] [0 V3/3 ][ w
@’ | T V3/4 0 w?

Rozwiazanie z warunkiem poczatkowym l 1 ma postac

1

[w“" ] _ l cos(t/2) 2\/§sin(t/2)/3] lo ]

w? V3sin(t/2)/2 cos(t/2) 1
Czyli
w?(t) = 2? sin (;) . w’(t) = cos (;) :
inaczej

w(t) = 2\3/§ sin (;) 0, + cos (;) Oy .
Dla t = 27, czyli po objechaniu catego réwnoleznika dostajemy w(27) = —0y, czyli patrzymy na
potnoc!!! Przesuniecie rownolegte po krzywej zamknietej w M nie musi by¢ krzywa zamknieta
w TM. Odstepstwo krzywej horyzontalnej rzutujacej sie na krzywa zamknieta w M od krzywej
zamkniete] w TM mierzy wielko$c zwana krzywizng koneksji (przyszty semestr). &

Koneksje na powierzchni zanurzonej skonstruowali$émy z uzyciem iloczynu skalarnego indu-
kowanego z przestrzeni w ktorej zanurzamy. Okazuje si¢ jednak, ze zalezno$é¢ od zanurzenia
jest dos¢ staba. Precyzyjniej mowiac, koneksja zalezy jedynie od iloczynu skalarnego obcietego
do powierzchni, a nie zalezy od tego co dzieje si¢ w kierunkach prostopadtych. Méwi o tym
nastepujacy fakt (niezbyt wyrafinowane sformutowanie , Theorema Egregium” Gaussa)

Fakt 1 Pochodna kowariantna @ przesuniecie rownolegte na powierzchni zanurzonej majq cha-
rakter wewnetrzny, tzn zaleZq jedynie od iloczynu skalarnego (metryki) indukowanej na po-
wierzchni.



Dowéd: Zaczniemy od wyliczenia V,g, gdzie v jest dowolnym wektorem stycznym do M a
g jest formag dwuliniowg symetryczna reprezentujaca iloczyn skalarny, czyli inaczej tensorem
metrycznym na M. Tensor g pochodzi z obciecia iloczynu skalarnego z TA. W bazie (e,) ma-
cierz g ma postaé¢ gu, = (eqlep). Wyrazy macierzowe ¢y, sa stale, tzn. nie zaleza od punktu
na powierzchni. Obcigcie iloczynu skalarnego mozna zapisa¢ takze w bazie zwiagzanej z ukta-
dem wspoéhrzednych na powierzchni. Wtedy g;; = (0;|0;). Wyrazy macierzowe g;; sa funkcjami
wspolrzednych (o). W notacji tensorowej iloczyn skalarny zapiszemy jako
g = gijde’' ® dy’.

Do tej pory liczyliSmy pochodng kowariantng jedynie pol wektorowych. Mozna ja jednak roz-
szerzy¢ (poprzez regute Leibniza) na dowolne pola tensorowe. Jak pochodna kowariantna dziata
na formy (pola kowektorowe)? Niech o = a;d’ bedzie polem kowektorowym a X = X%9; polem
wektorowym. Wtedy (a, X) jest funkcja na M. Pochodna kowariantna funkcji jest pochodna
zwykta, czyli dziataniem wektora stycznego na funkcje

Vola, X) = v'0;(a; X7) = v'(9;05) X7 + v'aj (0, X7). (3)
7 drugiej strony, zgodnie z reguta Leibniza powinno by¢
Vola, X) = (Vya, X) + (o, V, X) = 0/(V;0),; X7 4 via, (0, X7 4 T, X*) (4)
Z poréwnania (3) i (4) wynika, ze
v () X7 = ' (V) X7 + vl T X,

czyli ‘ , 4 .
v’(Via)ka = vz(aioék)Xk - vzajF{ka.

Ostatecznie '
(Via) = (61'0% — ajffk) do”. (5)

Dalej, korzystajac caly czas z reguly Leibniza, otrzymujemy
Vilgirde’ ® dp®) = (9,g51)d¢’ @ dp* + gjud(Vide!) @ dp* + gjpdy’ @ (Vidg").
Wymnika z tego, ze
(Vig)in = Bigje — Ti0m — Tiggji- (6)

Do obliczenia Vg wykorzystamy teraz fakt, ze tensor metryczny na M pochodzi z obciecia
statego tensora metrycznego na A. Przypomnijmy oznaczenia, ktorych uzywalismy wczesniej.
Macierz A to macierz przej$cia miedzy bazami (e,) oraz (0;, n,), gdzie 0; to oczywiscie wektory
styczne do M zwigzane z uktadem wspotrzednych a n,, to wektory prostopadte do M. Doktadniej

ea = ALO; + A%n,.
Macierz odwrotng do A oznacza¢ bedziemy tym razem B, tzn

a a
0; = Ble,, Ne = Bie,.



Wyrazy macierzowe macierzy A i B zaleza od wspotrzednych (') na powierzchni M.
9jk = (aj’ak) = (B?€a|BZ€b) = B;ngab

Do wzoru (6) wstawiamy wzory wynikajace z definicji wspotczynnikéw I' z uzyciem macierzy
A1 B oraz powyzsze wyrazenie na ¢;. ,Gammy” zaznaczamy na szaro:

(Vig)ji = 0:(B] B gab) — (0: ) A, B Byl gea — (0:3}) A, B; B goq =

@‘(B}l) B;’i ab) + Bj @;(BZ) Gab — (aiB}l) Afz By B,‘f 9ea — (0:By) Afl, B; Bzd gea (7)

Zajmiemy sie oddzielnie wyrazami niebieskimi i oddzielnie czerwonymi. Tak naprawde wystar-
czy policzy¢ niebieskie — czerwone sa niemal jednakowe.

0/(BY) BY ga) — (0,87) Al Bf By gea = 0,(BY) (B,l; gay — AL BE BY, gcb) =

0:(BS) B (0. — ALBf ) = 0:(B) By — (AL Bfecley)) =
8@'(3;)312(6& — Ay Biecles)
Skoro
€q = Afl@l + ASn, oraz 0, = Bje.

to
ea = Al Bfe. + A%n,,

eq — Al Bfe. = A%n,.

Kontynuujemy rachunki

0(B7)By(ea — Ay Biecler) = 0,(B7) B (Afnaley) =
0,(BY) (A2l Bles) = OB (Asnalk) = 0
Okazuje sie, ze niebieski fragment wzoru (7) daje 0, czerwony tez, wiec ostatecznie, dla dowol-

nego v
V.9 = 0.

Wypiszemy warunek na wspotrzedne Vg permutujac cyklicznie wkazniki
0= (Vig)je = igjr — ;01 — Thgji

0= (Vig)ri = 059k — Ulygu — Tgm
0= (Vi9)ij = Ogij — Uhagi; — Thjga

Od pierwszego wiersza odejmujemy drugi i trzeci. Korzystamy z symetrii symboli Chrisoffe-
la wzgledem dolnych wkaznikow oraz z symetrii tensora metrycznego. Czerwone i niebieskie
wyrazy upraszczaja sie 1 otrzymujemy

0= 0igjr — 0igri — Orgij + 2F§»k91i

\/V yYznaczamy
i = 59" D9k + Okgis — Dign) (®)



Rys. 1: Tullio Levi-Civita,
(1873-1941)

Okazato sig, ze symbole Christoffela zawierajace pelna informacje o koneksji, daja sie wyrazic¢
przez wspotezynniki metryki i ich pochodne w kierunkach stycznych do powierzchni. Istotnie
wiec, koneksja jest wewnetrznym obiektem geometrycznym na powierzchni zanurzonej.[]

Wzér (8) jest bardzo wazny. My wyprowadziliSmy go dla koneksji zdefiniowanej na po-
wierzchni zanurzonej w przestrzeni afinicznej z iloczynem skalarnym. Okazuje sie, ze pozostaje
on prawdziwy w ogélniejszej sytuacji. Prawdziwe jest twierdzenie (T. Levi-Civita), ktére mé-
wi, ze na rozmaitosci z metryka g istnieje dokladnie jedna koneksja symetryczna (tzn. taka,
dla ktorej symetryczne sa symbole Christoffela) i zgodna ze struktura metryczna. Zgodnosé
ze struktura metryczna oznacza wtasnie, ze Vg = 0. Koneksja taka nazywa si¢ koneksja me-
tryczng lub koneksja Levi-Civity. Nasz fakt 1 mozna by zatem sformutowadé inaczej: Pochodna
kowariantna zdefiniowana wzorem (??) pochodzi od koneksji metrycznej zwigzanej z metrykq
na A obcietq do M.
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