Cwiczenia z Analizy I R (listopad 1)

Topologia, ciggtosé, ODZSy

Zadanie 1. sprawdzi¢, ze funkcja d(x,y) = 1f|;3ly‘ okresla metryke na R. Czy metryka ta jest
réwnowazna metryce p(x,y) = |r — y|? Czy topologia zadawana przez d jest taka sama jak

topologia zadawana przez p?

Zadanie 2. opisa¢ otwarte, domkniete, zwarte, spéjne podzbiory N z topologia zadana przez

metryke d(n,m) = |+ — L

n m

Zadanie 3. Zbadaé czy zbiér A zawarty w przestrzeni metrycznej (X, d) jest Otwarty, Dom-
kniety, Zwarty, Spojny:

(a) X - przestrzen ciagéw liczbowych z odlegtoscia d((z,), (yn)) = Sup,ey [Tn — Yn|, A - zbidr
ciggow zbieznych do zera.

(b) X =R, d(z,y) = |z —y|, A, = {t € R: 2t* — 3t < pe'} (w zaleznosci od prarametru p).

Zadanie 4. Wykazaé¢, ze wykres odwzorowania ciagtego jest zbiorem domknietym. Znalezé
kontrprzyktad pokazujacy, ze twierdzenie odwrotne nie zachodzi. Wykazaé, ze twierdzenie od-
wrotne zachodzi, jesli zalozymy dodatkowo, ze przeciwdziedzina odwzorowania o ktéorym mowa
jest przestrzenia zwarta.

Zadanie 5. Wykazaé, ze jesli X = [a,b[C R (b = 400 jest dopuszczalne), to kazda ciagta
surjekcja f : X — X ma punkt staly.

Zadanie 6. Wykazac, ze jesli f : R — R jest ciggta oraz f-obraz kazdego zbioru otwartego
jest domkniety, to f jest stata.

Zadanie 7. Dowiesc, ze :
(a) jesli podzbiory A i B przestrzeni R™ sa zwarte, to zbior A+ B:={a+b : a€ A, be B}
tez jest zwarty;

(b) jesli A jest zwarty, a B domkniety, to A+ B jest domkniety. Poda¢ przyktad domknietych
podzbioréw A, B C R?, dla ktoérych zbiér A + B nie jest domkniety.
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Zadanie 8. Wykaza¢, ze jezeli X 1Y sg przestrzeniami metrycznymi, a f : X — Y — odwzo-
rowaniem, to nastepujace warunki sg rownowazne:

(a) f jest ciagle (tzn. przeciwobrazy zbioréw otwartych w Y sa otwarte w X);

(b) przeciwobrazy zbioréw domknietych w Y sa domkniete w X;

(c) f(A) C f(A) dla kazdego podzbioru A C X.

Zadanie 9. Zbadac¢ cigglosé¢ funkcji

. 2 _ QjQx-"?-JyQ (x7 y) # (07 0)
. T2 _ ng_2y4 (l‘7y) 7é (Oa O)
9:R° =R, g(ﬂc,y)—{o (z.9) = (0.0)

Zadanie 10. Poda¢ przyktad funkcji rzeczywistej niecigglej w punktach wymiernych a ciggtej
w niewymiernych.




