
II seria zada« z Matematyki III

Zad. 1

Zró»niczkowa¢ zewn¦trznie formy:
a) y2 sinxdz + ey

2+z2dx+ zxdy,
b) (z2 + z3y2)dx ∧ dy + ex cosxdy ∧ dz + sin ydz ∧ dx.
Nast¦pnie dla obu form dokona¢ zamiany wspóªrz¦dnych
(u, v, w)→ (x, y, z) = (uvw, v2 + w2 − u2, v2 − w2 − u2)

Zad. 2

Sprawdzi¢, »e forma jest zamkni¦ta i znale¹¢ form¦ pierwotn¡ dla:
a) y2ez cosxdx+ 2yez sinxdy + y2ez sinxdz,
b) (yz − 2y2)dx ∧ dy − (3z2 + xy)dy ∧ dz − 2xdz ∧ dx,
c) (x2 + y2 + z2)−2z(zdx ∧ dy + xdy ∧ dz + ydz ∧ dx) dla R3\(0, 0, 0).
Która forma jest zupeªna?

Zad. 3

Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa ∫
D,ı

dω =

∫
∂D,∂ı

ω

dla:
a) ω = x3(z + 1)2y2,
D = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y = 0, z ≥ 0}, ı zgodna z dx− dy w punkcie (0, 0, 1),
b) ω = y2xdx+ 3x3dy,
D = {(x, y) : (x− 2)2 + (y − 3)2 ≤ 4, ı zgodna z dx ∧ dy,
c) ω = z2ydx ∧ dy + x3zdy ∧ dz + zyxdz ∧ dx,
D = {(x, y, z) : (x− 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 1}, ı zgodna z dx ∧ dy ∧ dz,
d) ω = (x2 + xyz)dx+ (yz − xz)dy + (z2y2 − x2)dz,
D = {(x, y, z) : 2x2 + y2 + 4z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}, ı zgodna z dx ∧ dy w (0, 0, 1/2).
Wskazówka: Mo»na u»y¢ (przesuni¦tego) ukªadu biegunowego/eliptycznego.

Zad. 4

Obliczy¢ caªk¦ z formy

ω = e−x2−y2−z3 [2(1− x2 − y2)dx ∧ dy + 3z2ydz ∧ dx+ 3z2xdy ∧ dz]

po powierzchni tworz¡cej sto»ka {(x, y, z) : z = 1 − x2 − y2 ≥ 0} zorientowanej na zewn¡trz
sto»ka ograniczonego od doªu pªaszczyzn¡ xy. Skorzysta¢ z tw. Stokesa, policzy¢ dω.

Zad. 5

Wyrazi¢ gradient, rotacj¦ i dywergencj¦ we wspóªrzednych bisferycznych:

x =
sin v cosφ

coshu− cos v
, y =

sin v sinφ

coshu− cos v
,

z =
sinhu

coshu− cos v
.


