Cwiczenia z Analizy I R (pazdziernik 2)

Zadania przeznaczone na cwiczenia oraz do rozwigzywania w domu. Warto przed céwiczeniami
przyjrzec sie im i sprawdzic, czy wszystkie stowa i oznaczenia w tresci zadan sq zrozumiate. Teore-
tycznie, znaczenie trudnych stow powinno bycé objasnione w trakcie wykladu.

Zadanie 1. Udowodni¢ metoda indukcji matematycznej:
o nn+1)2n+1)
= c 7

(2) el\/2+62\/2+63\/~~+en\/§:2sin [Z (€1+€12€2+'--+61€227;_'1'6n>}, dla 6 = +1.

Zadanie 2. Na ptaszyznie lezy n kot o jednakowych promieniach i roztacznych wnetrzach. Wykazaé,
ze mozna je pokolorowaé czterema barwami tak, zeby zadna para kot stycznych nie byta pokolorowana
jednakowo.

(1) 1P4+2243%+---4n

Zadanie 3. Udowodni¢ nieré6wnos$¢ Bernoulliego
VneN Ve> -1 (14+2z)">1+nx.

Zadanie 4. Dla aq,as, ..., a, > 0 definiujemy
ap+ag+---+ay

A(ahaQa-"aan) = n )
G(a,as,...,a,) = Yajas - ay,
n
H(ay,as,...,a,) = 5 T T
) b ) a—l—i—a +'..+ a
Udowodnié nieréwnosci
Alay,ag, ... an) = Glay,as, ..., a,) > H(ay,az,...,a,).

Zadanie 5. Funkcje f : I — R nazywamy wypukta na I, jesli dla dowolnych a,b € I oraz q €
[0,1] zachodzi f(qa + (1 — q)b) < ¢f(a) + (1 — q)f(b). Udowodnié, ze jesli f jest wypukla, to dla
a,as,...,a, € I oraz q1,qa,...,q, € [0,1] takich, ze ¢ + g2 + - -+ + ¢, = 1 zachodzi nieréwnosé
(Jensena)

flqiar + gag + - - + qnan) < quf(a1) + 2 f(a2) + - - + qn f(an).

Zadanie 6. Znalez¢ najmniejsza relacje réwnowaznosci w {a, b, ¢, d} zawierajaca (a, ¢) oraz (a, d).

Zadanie 7. W N x N wprowadzamy relacje
(n,m) ~(m',n) <= m+n =m'+n.

Sprawdzi¢, ze jest to relacja réwnowaznosci. W przestrzeni N x N/ klas abstrakcji wprowadzié
dziatania dodawania i mnozenia tak, aby zbior ten byl izomorficzny z Z.

Zadanie 8. Podobnie skonstruowa¢ mozna Q, wprowadzajac stosowna relacje w Z x N. Zdefiniowac
te relacje.
1



2

Zadanie 9. W zbiorze Q definiujemy relacje
R={(z,y): dneN 10"(x—y) € Z}.

Sprawdzi¢, ze jest to relacja réwnowaznosci. Opisac¢ klasy réownowaznosci.




