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Skad sie wziety liczby zespolone?

Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi

o
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780r Khiva (Uzbekistan)— ok 850 Bagdad

Kitab al-Jabr wa-I-Mugabala
"The Compendious Book on Calculation by Completion and Balancing”
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Réwnania kwadratowe - metoda arabska.
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Réwnania kwadratowe - metoda arabska.

Matematycy arabscy nie uzywali liczb ujemnych i zera, dlatego wyrézniali
kilka typéw réwnan kwadratowych:

x2 4+ bx=c x2 4+ c = bx x2 = bx+c x2 = bx X =c
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Réwnania kwadratowe - metoda arabska.

Matematycy arabscy nie uzywali liczb ujemnych i zera, dlatego wyrézniali
kilka typéw réwnan kwadratowych:
x>+ bx=c x? +c = bx x> =bx+c x? = bx x?

zajmijmy sie rozwigzywaniem réwnan pierwszego typu:

52 [ B korzystamy z obrazka
A x=A-B,
2 Bz A? = x> + B? + 2Bx
A? — B? = x?> + 2Bx
- poréwnujemy z réwnaniem

b b2
b=2B c=A*-B> — B=_ A=ylct
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Réwnania kwadratowe - metoda arabska.

Matematycy arabscy nie uzywali liczb ujemnych i zera, dlatego wyrézniali
kilka typéw réwnan kwadratowych:
x>+ bx=c x? +c = bx x> =bx+c x? = bx x?

zajmijmy sie rozwigzywaniem réwnan pierwszego typu:

52 [ B korzystamy z obrazka
A x=A-B,
2 Bz A? = x> + B? + 2Bx
A? — B? = x?> + 2Bx
- poréwnujemy z réwnaniem

b b2
b=2B c¢=A>-B*> — B:E,A: c+ —
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Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

3

Rozwigzujemy réwnanie: x° = px + g
x=A+B
B x3 =A%+ B3+ 3ABx
X =px+gq
x p=3AB, q=A%+B3
p3 =27A3B3
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Rozwiazujemy réwnanie: x3 = px + g

x=A+B
B x3= A3+ B3+ 3ABx
X =px+gq

x p=3AB, q=A%+B3
p? =27A3B3

A
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe na A3:

p> = 21(A%)q — 27(A%)?
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Rozwiazujemy réwnanie: x3 = px + g
x=A+B
B x3 =A%+ B3+ 3ABx
X =px+gq
x p=3AB, q=A%+B3
p3 =27A3B3

A
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe na A3:

p> = 21(A%)q — 27(A%)?
Rozwigzujemy to réwnanie i mamy wynik....
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Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Jednak sa réownania trzeciego stopnia, na przyktad

x3 =3x+1,
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Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Jednak sa réownania trzeciego stopnia, na przyktad
x3 =3x+1,

ktére maja rozwiazania rzeczywiste dodatnie,
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Jednak sa réownania trzeciego stopnia, na przyktad
x3 =3x+1,

ktére maja rozwiazania rzeczywiste dodatnie,

pasuja do jednego z mozliwych obrazkéw, ale sprawiaja trudnosci:

A

x3=px+gq x4+ px=q
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Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Sprébujmy rozwigzywaé réwnanie x3 = 3x + 1 metoda arabska:
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Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska
Sprébujmy rozwigzywaé réwnanie x3 = 3x + 1 metoda arabska:

Podstawiamy
x=A+B, x3=A%+B3+3ABx
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Sprébujmy rozwigzywaé réwnanie x3 = 3x + 1 metoda arabska:
Podstawiamy

x=A+B, x3=A%+B3+3ABx

z poréwnania z wyjéciowym réwnaniem mamy:

3AB=3 A3 +B3 =1

ABpdi—1 A+B=1
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Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska

Sprébujmy rozwigzywaé réwnanie x3 = 3x + 1 metoda arabska:
Podstawiamy

x=A+B, x*=A%+B3+3ABx
z poréwnania z wyjéciowym réwnaniem mamy:

3AB=3 A3 +B3 =1

ABpdi—1 A+B=1

Réwnanie kwadratowe na A3 | ktére z tego otrzymujemy

(A3)2—A3+1=0

A=1-4=-3<0
nie ma rozwigzan rzeczywistych!
Katarzyna Grabowska (KMMF)
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Réwnania trzeciego stopnia - metoda arabska
Sprébujmy rozwigzywaé réwnanie x3 = 3x + 1 metoda arabska:
Podstawiamy

x=A+B, x3=A%+B3+3ABx
z poréwnania z wyjéciowym réwnaniem mamy:

3AB=3 A3 +B3 =1

ABpdi—1 A+B=1

Réwnanie kwadratowe na A3 | ktére z tego otrzymujemy

(A3)2—A3+1=0

A=1-4=-3<0

nie ma rozwigzan rzeczywistych! A samo réwnanie ma trzy rozwigzania
rzeczywiste w tym jedno dodatnie!
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Skad sie wziety liczby zespolon

CO ROBIC

Katarzyna Grabowska (KMMF) Liczby zespolone LSF2008 8 /41



Skad sie wziety liczby zespolone?

Definicja
Przydatoby sie rozszerzy¢ zbidr liczb rzeczywistych o dodatkowe elementy,
wérdd nich takze ¢ taki, ze

w taki sposéb, aby mozna sie byto nimi postugiwaé jak normalnymi

liczbami.
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Definicja

Przydatoby sie rozszerzy¢ zbidr liczb rzeczywistych o dodatkowe elementy,
wérdd nich takze ¢ taki, ze

w taki sposéb, aby mozna sie byto nimi postugiwaé jak normalnymi

liczbami.

@ co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

@ co to znaczy rozszerzy(?
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co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R
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co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R

e facznosé: (a+ b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(bc)
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co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R

e facznosé: (a+ b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(bc)

@ przemienno$¢: a+ b= b+ a, ab= ba
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co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R
e facznosé: (a+ b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(bc)
@ przemienno$¢: a+ b= b+ a, ab= ba

@ istnienie elementu neutralnego: a+0=a, al = a
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R
e facznosé: (a+ b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(bc)
@ przemienno$¢: a+ b= b+ a, ab= ba
@ istnienie elementu neutralnego: a+0=a, al = a

@ istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego): a + (—a) =0,
aal=1dlaa#0
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R
tacznosé: (a+ b) +c=a+ (b+ c), (ab)c = a(bc)
przemienno$¢: a+ b= b+ a, ab= ba

istnienie elementu neutralnego: a+0=a, al = a

istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego): a + (—a) = 0,
aal=1dlaa#0

e rozdzielno$¢: (a+ b)c = ac + bc
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R

e facznosé: (a+ b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(bc)

@ przemienno$¢: a+ b= b+ a, ab= ba

@ istnienie elementu neutralnego: a+0=a, al = a

@ istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego): a + (—a) =0,
aal=1dlaa#0

e rozdzielno$¢: (a+ b)c = ac + bc

@ nietrywialnos$¢: 1 # 0
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy postugiwac sie jak normalnymi liczbami?

Witasnosci dodawania i mnozenia liczb wymiernych @Q lub rzeczywistych R
tacznosé: (a+ b) +c=a+ (b+ c), (ab)c = a(bc)
przemienno$¢: a+ b= b+ a, ab= ba

istnienie elementu neutralnego: a+0=a, al = a

istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego): a + (—a) = 0,
aal=1dlaa#0

rozdzielnoé¢: (a + b)c = ac + bc

@ nietrywialnos$¢: 1 # 0

Definicja
Zbior K z dwoma dziataniami spetniajacymi powyzsze warunki nazywa sie
ciatem.
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co to znaczy rozszerzyc?

Q jest podzbiorem R, dziatania s3 takie same.
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy rozszerzy¢?

Q jest podzbiorem R, dziatania s3 takie same. Szukamy wiec zbioru

zawierajacego R oraz element 1, ktérego kwadrat jest —1 ze zwyktymi
dziataniami o zwyktych wiasnosciach.
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy rozszerzyc?

Q jest podzbiorem R, dziatania s3 takie same. Szukamy wiec zbioru
zawierajacego R oraz element 1, ktérego kwadrat jest —1 ze zwyktymi
dziataniami o zwyktych wiasnosciach.

Definicja

Ciatem liczb zespolonych C nazywamy takie ciato, ktdre
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy rozszerzy¢?

Q jest podzbiorem R, dziatania s3 takie same. Szukamy wiec zbioru
zawierajacego R oraz element 1, ktérego kwadrat jest —1 ze zwyktymi
dziataniami o zwyktych wiasnosciach.

Definicja
Ciatem liczb zespolonych C nazywamy takie ciato, ktdre

@ zawiera ciafo liczb rzeczywistych R,
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy rozszerzy¢?

Q jest podzbiorem R, dziatania s3 takie same. Szukamy wiec zbioru
zawierajacego R oraz element 1, ktérego kwadrat jest —1 ze zwyktymi
dziataniami o zwyktych wiasnosciach.

Definicja
Ciatem liczb zespolonych C nazywamy takie ciato, ktdre

@ zawiera ciafo liczb rzeczywistych R,

e zawiera element 1 taki, ze 1 = —1,
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Skad sie wziety liczby zespolone?

co to znaczy rozszerzy¢?

Q jest podzbiorem R, dziatania s3 takie same. Szukamy wiec zbioru
zawierajacego R oraz element 1, ktérego kwadrat jest —1 ze zwyktymi
dziataniami o zwyktych wiasnosciach.

Definicja
Ciatem liczb zespolonych C nazywamy takie ciato, ktdre

@ zawiera ciafo liczb rzeczywistych R,

e zawiera element 1 taki, ze 1 = —1,

@ jest najmniejszym ciatem spetniajacym poprzednie warunki.
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Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:
{a+b: a,beR}
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:

{a+1b: a,b e R}

Sprawdzamy warunki bycia ciatem:

e dodawanie: (a+1b) + (c +11d) = (a+ c) + o(b+ d)
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:

{a+1b: a,b e R}

Sprawdzamy warunki bycia ciatem:

e dodawanie: (a+1b) + (c +11d) = (a+ c) + o(b+ d)
@ mnozenie: (a+1b) - (c +1d) = ac — bd + 1(ad + bc)
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:

{a+1b: a,b e R}

Sprawdzamy warunki bycia ciatem:

e dodawanie: (a+1b) + (c +11d) = (a+ c) + o(b+ d)
@ mnozenie: (a+1b) - (c +1d) = ac — bd + 1(ad + bc)

@ facznosé, przemienno$¢: oczywiste (lub tatwo sprawdzalne)
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:

{a+1b: a,b e R}

Sprawdzamy warunki bycia ciatem:

e dodawanie: (a+1b) + (c +11d) = (a+ c) + o(b+ d)
@ mnozenie: (a+1b) - (c +1d) = ac — bd + 1(ad + bc)
@ facznosé, przemienno$¢: oczywiste (lub tatwo sprawdzalne)

@ istnienie elementu neutralnego 0, 1
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:

{a+1b: a,b e R}
Sprawdzamy warunki bycia ciatem:
dodawanie: (a+1b) + (c +1:d) = (a+c) + b+ d)
mnozenie: (a4 b) - (¢ +1d) = ac — bd + 1(ad + bc)
taczno$¢, przemiennosé: oczywiste (lub tatwo sprawdzalne)

istnienie elementu neutralnego 0, 1

istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego)
—(a+1b) = (—a) +1(—b),
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:

{a+1b: a,b e R}
Sprawdzamy warunki bycia ciatem:
dodawanie: (a+1b) + (c +1:d) = (a+c) + b+ d)
mnozenie: (a4 b) - (¢ +1d) = ac — bd + 1(ad + bc)
taczno$¢, przemiennosé: oczywiste (lub tatwo sprawdzalne)

istnienie elementu neutralnego 0, 1

istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego)
—(a+1b) = (—a) +1(=b), (a+b) ! = ip +1Es
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:
{a+b: a,beR}

Sprawdzamy warunki bycia ciatem:

dodawanie: (a+1b) + (c +1:d) = (a+c) + b+ d)
mnozenie: (a4 b) - (¢ +1d) = ac — bd + 1(ad + bc)
taczno$¢, przemiennosé: oczywiste (lub tatwo sprawdzalne)

istnienie elementu neutralnego 0, 1

istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego)
—(a+1b) = (—a) +1(=b), (a+b) ! = ip +1Es
@ rozdzielnos$¢: tatwo sprawdzalna
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Skad sie wziety liczby zespolone?

Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Wezmy ciato K spetniajace dwa pierwsze warunki i rozwazmy jego
podzbiér:
{a+b: a,beR}

Sprawdzamy warunki bycia ciatem:

dodawanie: (a+1b) + (c +1:d) = (a+c) + b+ d)
mnozenie: (a4 b) - (¢ +1d) = ac — bd + 1(ad + bc)
taczno$¢, przemiennosé: oczywiste (lub tatwo sprawdzalne)

istnienie elementu neutralnego 0, 1

istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego)
—(a+1b) = (—a) +1(=b), (a+b) ! = ip +1Es
rozdzielno$é: fatwo sprawdzalna

@ nietrywialno$¢ 1 # 0 oczywista
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Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Whiosek: {a+1b: a, b € R} jest podciatem K
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Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Whiosek: {a+1b: a, b € R} jest podciatem K

Tak naprawde: {a+1b: a,b € R} jest C
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Konstrukcja ciata liczb zespolonych

Whiosek: {a+1b: a, b € R} jest podciatem K

Tak naprawde: {a+1b: a,b € R} jest C

Czy rzeczywiscie zbidr {a +1b: a, b € R} jest najmniejszym spetniajacym dwa
pierwsze warunki definicji? To trzeba udowodni¢!
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Oznaczenia, nazwy, rachunki, obrazki...

Oznaczenia i nazwy

zeC = z=x+4wy

x =Rz czedé rzeczywista y =3z cze$¢ urojona
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Oznaczenia, nazwy, rachunki, obrazki...

Oznaczenia i nazwy

zeC = z=x+4wy

x =Rz czedé rzeczywista y =3z cze$¢ urojona

Cwiczenie
Obliczy¢ czes¢ rzeczywista i urojong liczby zespolonej:

z=(1+12)31-12)?
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Sprzezenie zespolone

zeC, z=x+y = Z=x—1y

Liczba Z nazywa si¢ liczba sprzezona do z.

|

Katarzyna Grabowska (KMMF) Liczby zespolone LSF2008 15 / 41



Oznaczenia, nazwy, rachunki, obrazki...

Sprzezenie zespolone

zeC, z=x+y = Z=x—1y

Liczba Z nazywa si¢ liczba sprzezona do z.

|

Fakt
Wtasnosci sprzezenia:
ez t+z=21+2

0zl =212

0o &4 =4
2 Zo
0 zZ=
ez=z = z€R )
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Modut liczby zespolonej

zZ=x+t1y —
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Modut liczby zespolonej

zZ=x+t1y —

Fakt
Wtasnosci modutu
° |z°P=2z-Z
0 |z=0/=2z=0

P4l |z1|

2 |z2]

|21+ 22| = |z1] - |22

’

|21 + 2| < |z1] + |z2|, ||z1] — |21]|| < |21 — 22|

’
o
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Interpretacja geometryczna

@ Sprzezenie: symetria wzgledem osi 0x
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Interpretacja geometryczna

@ Sprzezenie: symetria wzgledem osi 0x

e Modut: odlegtos¢ od (0, 0)
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Interpretacja geometryczna

@ Sprzezenie: symetria wzgledem osi 0x

e Modut: odlegtos¢ od (0, 0)

o Odwrotnos$¢: inwersja wzgledem okregu |z| = 1 i symetria
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Interpretacja geometryczna

@ Sprzezenie: symetria wzgledem osi 0x

@ Dodawanie: jak wektory na ptaszczyznie
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Symbol Eulera

W C ~ R? wprowadzamy wspétrzedne biegunowe:
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Symbol Eulera

W C ~ R? wprowadzamy wspétrzedne biegunowe:

@Y X=1rcosy, y=rsing

z = r(cos @ + 1sin ) = re'?
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Symbol Eulera

e'¥ =cosp +1siny
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Symbol Eulera

e'¥ =cosp +1siny

Fakt
Wtasnosci symbolu Eulera:
e =1 | cos @ 4 2sin | = sin?p + cos? p =1
e . e = ¥t (cosp + 1sin @)(costp + 1sinth) =
= cos(p +¢) +usin(p + )

e? =L sin(—p) = —sinyp
el — ezw

= ¢ — Y =2km
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Symbol Eulera

Pozyteczne wzory:

e —e ¥ e +e ¥

sing = > cosp =
1
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Symbol Eulera

Pozyteczne wzory:

e —e ¥ e +e ¥
— cosp = ————
7

sinp =
Cwiczenie
Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby zespolonej i wifasnosci

symbolu Eulera wyprowadzi¢ wzér na

sinp +siny) =---
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Symbol Eulera

Co to ma wspdlnego z funkcja wyktadnicza?

o0
Xn

nl
= n
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Symbol Eulera

Co to ma wspdlnego z funkcja wyktadnicza?

e = OOX—T
“—
P 1 2 1 3
—1+2g0+2|( ) —i-?(zgo) +o=
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Symbol Eulera

Co to ma wspdlnego z funkcja wyktadnicza?

e~ = OOX—T
“—
P 1 2 1 3
—1+2g0+2|( ) —i-?(zgo) +o=
1 1
=141 — () = zule) + -+
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Symbol Eulera

Co to ma wspdlnego z funkcja wyktadnicza?

e = OOX—T
“—
P 1 2 1 3
—1+2g0+2|( ) —i-?(zgo) +o=
1 1
=141 — () = zule) + -+
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Oznaczenia, nazwy, rachunki, obrazki...

Interpretacja geometryczna mnozenia

1 1 2
5 + 57/ = {elﬂ—/‘l 4 -3/ = 5ew
1 1 1 V2
T IV4—-3)= -+ —4=5. Y eietn/4)
(2+21)( 3i) 2+2 5 5 e
, \§+%1 “%‘f’

4-31

Mnozenie to jednoktadnos¢ i obrét:
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastkowanie to inaczej rozwigzywanie réwnan postaci

zZ"=q, aeC
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Pierwiastkowanie

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastkowanie to inaczej rozwigzywanie réwnan postaci

n

z" = a, aeC

Umiemy rozwigzywa¢ takie réwnania w dziedzinie rzeczywistej R. W
dziedzinie zespolonej C mozemy do problemu podejs¢ geometrycznie.
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Pierwiastkowanie

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastkowanie to inaczej rozwigzywanie réwnan postaci

n

z" = a, aeC

Umiemy rozwigzywa¢ takie réwnania w dziedzinie rzeczywistej R. W
dziedzinie zespolonej C mozemy do problemu podejs¢ geometrycznie.

Z =Z+Z+ " +Z
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Pierwiastkowanie

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Pierwiastkowanie to inaczej rozwigzywanie réwnan postaci

n

z" = a, aeC

Umiemy rozwigzywa¢ takie réwnania w dziedzinie rzeczywistej R. W
dziedzinie zespolonej C mozemy do problemu podejs¢ geometrycznie.

Z =Z+Z+ " +Z

Mnozenie polega na mnozeniu modutéw i dodawaniu argumentéw. Dla
utatwienia wezmy na warsztat liczbe o module 1, np 2 i policzmy
pierwiastek (-tki) 3-go stopnia:
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zatézmy, ze
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zatézmy, ze
z=re'¥

wtedy

It jus
2B =re¥ . re'¥ . re? = e’ = (= e'?).
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Pierwiastkowanie

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zatézmy, ze
z=re'¥

wtedy

It jus
2B =re¥ . re'¥ . re? = e’ = (= e'?).

To znaczy, ze r i ¢ spetniaja réwnania (w dziedzinie rzeczywistej)

3 _7T

r/=1, 3p= 2(mod 27).
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Pierwiastkowanie

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zatézmy, ze
z=re'¥

wtedy

, j =
2B =re¥ . re'¥ . re? = e’ = (= e'?).

To znaczy, ze r i ¢ spetniaja réwnania (w dziedzinie rzeczywistej)

™
=1, 3p= 5( mod 27).
Jedynym rozwiagzaniem dla r jest
r=1
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Pierwiastkowanie

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zatézmy, ze
z=re'¥

wtedy

, j =
2B =re¥ . re'¥ . re? = e’ = (= e'?).

To znaczy, ze r i ¢ spetniaja réwnania (w dziedzinie rzeczywistej)

3 ™
=1 3p =~
r , =7

(' mod 2r).
Jedynym rozwiagzaniem dla r jest
r=1

a dla ¢ mamy trzy rozwigzania. Biorac 3¢ = 5 + 2km mamy

— k=0

2k pL=7/6

+ 2T g2 =51/6 k=1
03=31/2 k=2
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

pr=7/6 k=0 z=e0=11

0o =57/6 k=1 zy=e®"/0

03 =31/2 k=2 z3=e3"/2=

Katarzyna Grabowska (KMMF) Liczby zespolone
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

pr=7/6 k=0 z=e0=11
02 =57/6 k=1 zzzezSﬂ/6:—Tﬁ+%Z
¢3:3ﬂ/2 k:2 23:e’L37'('/2:_Z
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

A co bedzie jedli liczba pierwiastkowana ma modut rézny od 17

23 =8

m
z=re¥, 22=r¥ = =0 3p= 5 (mod2m)
Rozwigzania réwnania na ¢ juz znamy, a rozwigzaniem réwnania na r jest

pierwiastek arytmetyczny:
r=+v28=2.

Zatem
%: {2ezw/6’ 2ez57r/6’ 26137r/2}

W innej notacji

Vo ={V3+1, —V3+1, —2}
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

22 =8, \3/52{\/5—1—1, —V3+1, —21}
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych

22 =8, \3/52{\/5—1—1, —V3+1, —2@}

81 +

z=re"¥ \”E:{\”ﬂe
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Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Geometrycznie pierwiastki n-tego stopnia z 1 sg wierzchotkami n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1:
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Pierwiastkowanie

Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Geometrycznie pierwiastki n-tego stopnia z 1 sg wierzchotkami n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1:

\S/I

€1
53
€2
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Pierwiastkowanie

Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Geometrycznie pierwiastki n-tego stopnia z 1 sg wierzchotkami n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1:

A Vi

£1
€1,
€9 I "
€3
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Pierwiastkowanie

Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Geometrycznie pierwiastki n-tego stopnia z 1 sg wierzchotkami n-kata
foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1:

A Vi

£1
€1,
€9 I "
€3
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Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Fakt
o Wzér: g = e@km/n =12 ..n
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Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Fakt

o Wzér: g = e@km/n =12 ..n

o Pierwiastki n-tego stopnia tworza grupe, tzn:
ce1 €V = er-g eVl
1e Vi,
Vk3al: g-g=1
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Pierwiastkowanie

Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Fakt

Niech z € C oraz niech w bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania
w" = z, wéwczas

\VE:{W'gk7 gdZI'GEkE\VI,k:]-,z,---,n}
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Pierwiastkowanie

Pierwiastki n-tego stopnia z 1

Fakt

Niech z € C oraz niech w bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania
w" = z, wéwczas

Vz={w-e. gddec, eVl k=12 n}

Cwiczenie
Obliczy¢ sume i iloczyn wszystkich pierwiastkéw ustalonego stopnia z 1:

€1+52+"'+6n:? 51.52.....€n:?
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Réwnania trzeciego i czwartego stopnia

Nicolo Fontana Tartaglia (1500 Brescia - 1557 Wenecja)
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Girolamo Cardano (1501 Pavia - 1576 Rzym)
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Réwnania trzeciego i czwartego stopnia

Rozwigzujemy na tablicy...
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Réwnania trzeciego i czwartego stopnia

flx)=2® -3z -1

2 COs(M /
/\ 1 2 cos(20°)
2 cos(260°)
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Homografie

Na zakonczenie wycieczki po liczbach zespolonych przyjrzyjmy sie
szczegbdlnym odwzorowaniom ciata liczb zespolonych w siebie:
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Homografie

Na zakonczenie wycieczki po liczbach zespolonych przyjrzyjmy sie
szczegbdlnym odwzorowaniom ciata liczb zespolonych w siebie:

h:C—C

az+b
cz+d

h(z) =

gdzie a, b, c,d € C, oraz ad — bc # 0.
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Homografie

Na zakonczenie wycieczki po liczbach zespolonych przyjrzyjmy sie
szczegbdlnym odwzorowaniom ciata liczb zespolonych w siebie:

h:C—C

az+b
cz+d

h(z) =

gdzie a, b, c,d € C, oraz ad — bc # 0.

Odwzorowania takiej postaci nazywaja sie HOMOGRAFIE
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Homografie

Homografie maja bardzo szczegdlne wtasnosci:
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Homografie

Homografie maja bardzo szczegdlne wtasnosci:

o sktadaja sie tak jak macierze mnoza

az+b az+ [
f(z) = h(z) =
cz+d Yz + 6
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Homografie

Homografie maja bardzo szczegdlne wtasnosci:
o sktadaja sie tak jak macierze mnoza

az+b az+f3

flz) = cz+d h(z) = Yz + 6

az—‘rﬁ
F(h(2)) = a g5 T b _ (aa+ by)z 4+ (aB + bd)
2l d (ca+gy)z+(ch+do)
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Homografie

Homografie maja bardzo szczegdlne wtasnosci:

o sktadaja sie tak jak macierze mnoza

az+b az+f3

flz) = cz+d h(z) = ¥z + 9

az—‘rﬁ
F(h(2)) = az 5 tb _ (aa+ by)z 4+ (aB + bd)
‘f‘éig +d (ca+gy)z+ (cB+ dd)

[a bHa B]:[(aa—kbv) (a3 + bo)

c d ) (ca+g7v) (cf+dd)

Katarzyna Grabowska (KMMF) Liczby zespolone LSF2008 36 / 41



Homografie

@ przeprowadzaja proste i okregi na proste i okregi
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Homografie

@ przeprowadzaja proste i okregi na proste i okregi
Cwiczenie
Niech
z+(1+2)

Z—1

f(z) =

Znalezé obraz prostych Sz = 1 oraz Sz = 2 w odwzorowaniu f. Znalez¢
takze obrazy okregow |z| =1 i|z| =2 w tym samym odwzorowaniu
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Homografie

@ przeprowadzaja proste i okregi na proste i okregi
Cwiczenie
Niech
z+(1+2)

Z—1

f(z) =

Znalezé obraz prostych Sz = 1 oraz Sz = 2 w odwzorowaniu f. Znalez¢
takze obrazy okregow |z| =1 i|z| =2 w tym samym odwzorowaniu

@ zachowuja katy
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Homografie

@ przeprowadzaja proste i okregi na proste i okregi

Cwiczenie
Niech
flz) = z+(1+z)‘
z—1
Znalezé obraz prostych Sz = 1 oraz Sz = 2 w odwzorowaniu f. Znalez¢
takze obrazy okregow |z| =1 i|z| =2 w tym samym odwzorowaniu

@ zachowuja katy
Cwiczenie
Znalez¢ katy miedzy obrazami prostychy = x—1iy=—x+1w
odwzorowaniu f
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Homografie

Katarzyna Grabowska (KMMF)

Liczby zespolone
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Sfera Riemanna

Co maja ze soba wspdlnego proste i okregi w C?
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Sfera Riemanna

Katarzyna Grabowska (KMMF)

Liczby zespolone
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