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Zadania domowe z Analizy IR. Seria 1. 20.10.2013

. Wykazad, ze n! < (%41)" dlan € N.

2o @2n— 1) < 2720 ?

Dla jakich n € N zachodza nieréwnoéci: 2n + 1 < 27; 3n® + 1 < 27,

Niech aj,as...,a100 € R — dane liczby, s := |a1 + a2 + ... + ajo0|. Dowiedé, ze istnieje permutacja
by, ba,...,b1go liczb aq,...,a100, taka ze |b1| > ﬁs, |b1 + b2| > %S,‘bl + by + b3| > ﬁi()s,...,lbl +
b2++b99|> %8.

Uproscié¢ warunek:
(aI; OACUCBaCA(EJ(BﬂC);(b) (ANB)U(CNB)=B;(c) (AUB)\C=(A\C)UB;
(d) (AUB)\(BNC)=ANC;(e) (AUBUC)\(AUB)=C;(f) A\B=DB\A;(g) ANB = (AUC)N(B\C) .

Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodza réwnosci:
(a) (A\B)UC = [(AUC)\ B]U(BNC); (b) (A\ B)N(C\ D) = (ANC)\ (BUD):
(c) AN(BUCUD)=((A\B)\C)\D; (d) A\[B\(C\D)]=(A\B)U(ANC\D).

Niech A+ B := (A\ B) U (B\ A)(rdznica symetryczna zbioréw). Wykazaé, ze: dzialanie + jest przemienne i

laczne; (A+B)NC=(ANC)+=(BNC); A+ A=0; A+0=A; Ay +Ay+---+ A, ={x e X: znalezy
do nieparzystej liczby zbioréw Ay, ..., A,}. Wyrazié sume i réznice mnogosciowa zbioréw poprzez operacje
Nni-=.

Wykazaé, ze odwzorowanie f : Ry xRy — Ry xR | f(z,y) = (v + y, - — 7) jest bijektywne, wyliczyé
f

Wyliczy¢:

[ Urert(@i,z2) € R?: (21 —1)? + (22 +2r)* <r? + 1}
2,3 At oraz ﬂtG[Q 3) Ay, gdzie Ay = [t, 2t] x [—t, t];
A,

, liminf A, == U, Ny, Ak, limsup A, := (), Ugs,, Ak 1 U, An, jesli

UZ°=1 [%’%]; nle}ﬁvg 10
N2, (10.0] U 02,00, ); (0) Use
(0 U | o sk [ @) Na

Niech A4, C X, A} := X\ A,. Wykazad, ze (., An) N ﬂZO:1(Uk<n Ap U Uk>n Al =Up (An \ Apgr).

Obliczy¢ N, An, liminf A4, :=/J,, ﬂk>n A, limsup A, :==(), Uk>n Api U, A, jesli A, = —|— Q(%), 22 1}
dla n € N, gdzie Q(z) := z — E(z).

Dlas >0 oznaczmy K :={(z,y) € R?: 22+ (y—s)? < s}. Wykazaé, Ze maja miejsce nastepujace zawierania:
{(z,y) 1y > 2} C USeNK C Usepo,oof Ks = {(z,y) 1y > 2> — 3}

Okreélmy nastepujace podzbiory R?: S := {(z,y,2) : (2> +3y?> >0, z =

) b (2 =y = 0, |2| < 1)},
Sy ={(z,y,2): |z2| <1, y= ﬁx}’ Sy i={(z,y,2): |2| <1, = 1+\/ﬁy}' Dowiesé, ze S = 51U S
oraz wyznaczy¢ S1 N .Ss.

Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym, a f : X — |0, oo[ — dowolng funkcja. Wykazadé, ze istnieje n € N
oraz parami rézne elementy x1,...,z, € X, takie ze f(x1)+ ...+ f(z,) > 100.

Wykazaé, ze ((AnUBy) D (N An)U() Br). Znalezé przyklad, gdy nie ma réwnosci. Pokazaé, ze w przypadku,
gdy oba ciagi sa zstepujgce (tzn. Vn € N: A1 C A,,, Bn11 C B,), powyzsza inkluzja przechodzi w réwnosé.

Niech () # X bedzie zbiorem skoficzonym oraz f : X — X. Wykazad, ze:

(a) R:={(z,y) € X x X : 3k, 1 € N: f¥(z) = fl(y)} jest relacja réwnowaznoéci w X;

(b) zbidr Xo := ien fE(X) jest niepusty, f(Xo) = Xo oraz f|x, : Xo — Xo jest bijekcja;

(c) kazda orbita f|x, zawiera sie w jednej z klas relacji R i kazda z klas relacji R zawiera dokladnie jedng
orbite. Zatem |X/R| jest liczba cykli permutacji f]|x,-

Sprawdzi¢, ze dana relacja jest relacja réwnowaznos$ci w R. Opisac jej klasy rownowaznosci i narysowaé od-
powiadajacy jej podzbiér S C R x R. Znalez¢ funkcje f : R — R, ktorej poziomice sg klasami réwnowaznosci:
x~y <= (x-y(l-2y) =0z ~y < (r=ylubz = —y € [-1,1] lub |z|+ |y| = 1);
() 2~y < (z=ylubIn€Z:z,ye2n—1,2n]);(d) 2~y < (r—y€EZlubz+y+ 1 €Z).
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Niech I C R bedzie symetrycznym wzgledem 0 przedzialem, a X := Rx . Sprawdzié, ze relacja (x,y) ~ (2, ")
< [2/—xz € Z,y = (—1)" “*y| jest réwnowaznoscia w X . Zbiér X /. nazywa sie wstegg Mobiusa — dlaczego
?

Niech R bedzie dowolna relacja w zbiorze {—1,0, 1}. Okredlmy funkcje dg : R? x R? — R wzorem:

. x —yl, gdy (sgnzp ,sgny;) € R . L
d(z,y) == { Hx” I Hy” o pr(zeciwnym prz)ypadku , gdzie ||z|| := /2% + 23 dla z € R%
Wykazaé, ze: (a) [dr(z,y) = 0 <= x = y] <= R jest zwrotna; (b) [dr jest symetryczna, tzn.
dr(z,y) = dr(y,x) Y,y € R?] <= R jest symetryczna; (c) dg spelnia nieréwnosé trojkata <= R jest
przechodnia. Zatem: dp jest metryka w R? <= R jest relacja réwnowaznosci. (dg ma nazwe “metryka-
rzeka” — dlaczego?).

Niech R bedzie relacja rownowaznosci w X oraz Xg C X. Wykazaé, ze
(X jest suma pewnych klas réwnowaznosci R) < (Va,y € X : [z € Xo, (z,y) € R] = y € X).

Dane sg odwzorowania a: X — Y, 8:Y — Z, v: Z — W. Wykazaé, ze:

[B - a injektywne | = « injektywne; [5 - a surjektywne | = (3 surjektywne; [3- a1y - 0 sa bijekcjami | = «,
i v réwniez sa bijekcjami.
Niecha: X —Y, 0:Y — X, v: X — X. Wykazaé, ze:

a jest injektywne <= VA C X : A = f~1(f(A)); « jest surjektywne <= VB C Y : B = f(f~Y(B));
[@ -y = «, « injektywne] = v =idx; [y-08 = 8, B surjektywne | = + = idx; [a - injektywne, 3
surjektywne | = « injektywne; [5 - « surjektywne,  injektywne | = « surjektywne; [Vx € X : 3n € N:

v-eoey(x) = 2] = v jest bijektywne.
———
Opisa¢ poziomice i zbiér wartosci odwzorowania: f : Z — Z, f(n) := E(2%72); f :]0,00[— R2, f(t) =

(t+t Lt —t1); f: C— C,f(2) = az + z, gdzie a € C jest ustalong liczba, taka ze |a| = 1 # —a;
FrR—PRf(t) = (g i@ )i 12— Z, f(n) ;== 20" = 3n+1; f : R? — R, f(z,y) = Va2 + 42 —y.
Ktoéra z dwu liczb jest wicksza: '°°V/10001, czy °°%/10000? Wskazéwka: nieréunosé Bernoulliego.

Dowiesdé, ze dla z,y € R mamy: E(x)+y >0 <= z+E(y) > 0. Podaé przyklady pokazujace, ze zastepujac
tu nieréwnosci > nieréwnosciami > lub < otrzymamy zdania falszywe. Dowiesé, ze y > E(z) < E(y) >
r— 1

Niech E(x) := (makbymalna liczba calkowita < z). Narysowaé¢ wykresy funkcji R 3 =z — FE(z) € R oraz
R>z— E(z)— ( ) €R. Wyprowadzm wzory: (a) 0 < E(z+y)—E(z)—E(y) < 1; (b) E(E(nz)) = E(z)
dlan €N; (¢c) Yp2) E(z + £) = E(nx); (d) EnN:1 E(& + 3) = E(=), jedli liczba N € N jest dostatecznie

duza.

Wykazaé, ze dla m,n € N: (a) jeSli m < n, to ™~/n+1< 5/n; (b) jesli m > n(n —1), to "/n+1> 3/n.

Wskazowka: nieréwnosé Bernoulliego.

Wykazaé, ze: 227_11 <2< "T'H dla n € N (nieréwnosé Bernoulliego); (b) 2™ > n®? dla n > 450.

(2n—D1! 1.3, 2n—1

Wykazaé, ze: |z| < 1, |y| < 1= [{= xy\<1,§+ +..+i<ynneN; \/W< G =371 e, <

\/ﬁdlaneN,m"‘m"‘ +%<Z,n€N,1+ﬁ+...+ﬁ>\/ﬁ,n€N.

W n kolejnych latach wskaznik inflacji przyjmowal wartosci 1, ..., z,, tzn. w k-tym roku ceny rosty (1+xy)-
krotnie. Napisa¢ wzér na sredni roczny wskaznik inflacji za badany okres; wykazaé, ze jego wartos¢ zawiera
sie pomiedzy $rednia geometryczng a $rednia arytmetyczng liczb x1, ..., x,.

Wykazaé, ze R = Q4 jest jedynym podzbiorem R zbioru Q* := Q \ {0}, spelniajacym nastepujace warunki:
(1) RU(-R)=Q*; (2) RN(—R)=0; (3) R-RCR; (4) R+ RCR.

Wykazaé, ze jezeli zbiér S C R jest przeliczalny lub skonczony, to da,b e R, a >0:Vne€Z :an+b¢g S

Wykazaé, ze jezeli zbiér S C R? jest przeliczalny lub skoficzony, to istnieje tréjkat réwnoboczny na plaszczyz-
nie R?, o bokach dtugoéci 1, ktérego $rodkiem cigzkosci jest punkt (0,0) i ktérego brzeg nie zawiera zadnego
punktu z S.



