Zadania domowe z Analizy IR. Seria 1. 12.10.2014

Zadania oznaczone % uwwazam za wazniejsze. (KG)
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% Wyznaczy¢ i narysowaé zbiory
P=|J A& Q= () A4 da A =[t2t+1]x[tt+]1]
t€[0,1] te[0,1]
Niech n € N. Wykazaé, ze jeSli a1 < az < -+ < ap, by < bz < -+ < by, oraz ciag (b],...,b),) rézni si¢ od
ciagu (b1,...,b,) jedynie kolejnoscia, to > _; arbr > > p_; aibj.
Niech (z,,) bedzie ciagiem okreslonym nastepujacymi warunkami: z; = 0, @, 11 = ﬁ. Wykazaé (na przy-
ktad indukcyjnie), ze
Vn € N _Som
n Top = 41— 2$n .

* Dowiesé, ze liczby Fibonacciego, zdefiniowane rekurencja Fy = Fy = 1, F,41 = F, + F,,_1 moga by¢
otrzymane ze wzoru
- n—=k
R (1)

n—Fk > = 0 zawsze je$li n—k < k. Z definicji, dlam > k ( 7: ) _ m(m=D)(m—kt1)

k

Nalezy pamietac, ze < T
Ile jest podzbioréw P C {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12} spelniajacych warunek

Vk,le P |k—=1>1lubk=1

% Niech R i @ beda relacjami rownowaznosci w zbiorze X. Czy RU @, RN Q sa relacjami réwnowazno$ci?

% Niech r bedzie relacja z A do B i q relacja z B do C. Definiujemy zlozenie q o r tych relacji jako relacje
z A do C dang nastepujacym warunkiem: a € A jest w relacji qor z ¢ € C wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
b € B takie, e a jest w relacji v z b i b jest w relacji q z c. Czy zlozenie relacji réwnowaznosci jest relacja
réwnowaznosci?

* Wykazaé, ze n! < (%)™ dlan € N.

n(n—1)

Dla jakich n € N zachodza nieréwnoéci: 2n +1 < 2% 3n3 +1 < 2% nl <272 ; 2n— DI <27 2p! ?
Niech aj,as...,a100 € R — dane liczby, s := |a; + as + ... + a100|- Dowiesé, ze istnieje permutacja
bl,bg, .. ~7b100 liczb a1y ...,0100, taka ze |b1| > 1—(1)03, |b1 -+ b2| > W%S, ‘bl + bg + b3| > %S, ey |b1 +

b2+...+b99|>%8.

Uproscié¢ warunek:
(aI; AUBCAU(BNC); () (ANB)U(CNB)=B;(c) (AUB)\C=(A\C)UB;
(d) (AUB)\(BNC) = ANC;(e) (AUBUC)\(AUB)=C; (f) A\B=B\A4,;(g) AnNB = (AuC)N(B\C) .

* Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodza réwnosci:
(a) (A\B)UC =[(AUC)\ BJU(BNC); (b) (A\B)N(C\D)=(ANC)\(BUD);
(c) AN(BUCUD) =((A\B)\C)\ D; (d) A\[B\(C\D)]=(A\B)UANC\D).

Niech A+ B :=(A\ B) U (B\ A)(rdznica symetryczna zbioréw). Wykazaé, ze: dzialanie + jest przemienne i

laczne; (A+B)NC=(ANC)+(BNC); A+ A=0; A+0=A; Ay +Ay+---+ A, ={x e X: znalezy
do nieparzystej liczby zbioréw Aj,..., A,}. Wyrazié¢ sume i réznice mnogosciowa zbioréw poprzez operacje
Ni-=.

Wykazaé, ze odwzorowanie f : Ry x Ry — Ry x R, f(z,y) := (z +y, 1 — 1), jest bijektywne, wyliczy¢
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(¥ - wybrane) Wyliczy¢:

(a) Uo, [2.4]: () N2, ] ) iin [; (©) Urer{(@1,22) € R?: (21 —7)* + (z2 4+ 2r)* < r? + 1}

(d) N2y ([0,n] U [n?, 00l,); (e) Usep,3) At oraz (Ve ) Av, gdzie Ay = [t, 2t] x [, ¢];

) U= ](n+1)2, n+1[ (8) Ny An, liminf A, = U, Mysp Ars limsup A, == ), Upsn Ar i U, An, jesli

Ay o= (MO0 20 ] dlan e N,

Niech 4, C X, A} := X \ A,. Wykazaé, ze (U, —; An) N ﬂZO:l(UKn AL U Uk>n Al =Up (An \ Apgr).

Obliczy¢ (), Ap, liminf A, := U, Ny>,, Ak, limsup A, ==, Up>, Ak 1 U, An, jesli A, = | L+ Q(2), 3t ”
dla n € N, gdzie Q(z) := x — E(z).

Dla s > 0 oznaczmy K := {(z,y) € R? : 22+ (y—s)? < s}. Wykazaé, ze maja miejsce nastepujace zawierania:
{(z,9) 1y > 2%} C Usen Ks € Usgrooo Ks = {(2,y) 1y > 2® = 3}

Okreslmy nastepujace podzbiory R3: S := {(z,y,2) : (22 +¢y*> >0, 2z = z2+y z)lub (x =y =0, |z| < 1)},

Sy ={(z,y,2): |2| <1, y= ﬁx}’ Sy i={(z,y,2): |2| <1, z = 1+\/ﬁy}. Dowiesé, ze S = S1U S,y
oraz wyznaczy¢ S1 N .Ss.

% Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym, a f : X — ]0, 00[ — dowolna funkcja. Wykazaé, ze istnieje
n € N oraz parami rézne elementy x1,...,z, € X, takie ze f(z1) + ...+ f(z,) > 100.

* Wykazaé, ze ((An U Bp) D ((A4n) U () Bn). Znalezé przyklad, gdy nie ma réwnosci. Pokazaé, ze w
przypadku, gdy oba ciagi sa zstepujgce (tzn. Vn € N : A,.1 C A,, Bpt1 C B,), powyzsza inkluzja
przechodzi w réwnosc.

Niech () # X bedzie zbiorem skoficzonym oraz f : X — X. Wykazaé, ze:

(a) R:={(z,y) € X x X : 3k, 1 € N: f¥(x) = fl(y)} jest relacja réwnowaznoéci w X;

(b) zbidr Xo := N,en f7(X) jest niepusty, f(Xo) = Xo oraz f|x, : Xo — Xo jest bijekcja;

(c) kazda orbita f|x, zawiera si¢ w jednej z klas relacji R i kazda z klas relacji R zawiera dokladnie jedna
orbite. Zatem | X/R)| jest liczba cykli permutacji f|x,.

% Sprawdzi¢, ze dana relacja jest relacja rownowaznosci w R. Opisac¢ jej klasy réwnowaznosci i narysowac
odpowiadajacy jej podzbiér S C R X R. Znalezé¢ funkcje f : R — R, ktorej poziomice sa klasami réwnowaz-
noéci:

(a) 2~y <= (@—y(l-2y)=0;(b) z~y < (z=yliba=—ye[-11]lub [z[+ [y =1);
(c) 2~y < (z=ylubIn€Z:z,ye2n—1,2n]);(d) 2~y < (r—y€E€Zlubz+y+ 3 €Z).

Niech I C R bedzie symetrycznym wzgledem 0 przedzialem, a X := Rx . Sprawdzié, ze relacja (z,y) ~ (2, y")
— [@'—z €Z,y = (—1)* *y] jest rtéwnowaznoscia w X. Zbiér X/ nazywa sie wstegg Mobiusa — dlaczego
?

Niech R bedzie dowolna relacja w zbiorze {—1,0, 1}. Okreélmy funkcje dg : R? x R? — R wzorem:

z—yll,  edy (sgnzi,sgny1) € R
d(z,y) == { Hx” I Hy” o pr(zeciwnym prz)ypadku , gdzie ||z|| := /2% + 23 dla z € R%
Wykazaé, ze: (a) [dr(z,y) = 0 <= x = y] <= R jest zwrotna; (b) [dr jest symetryczna, tzn.
dr(z,y) = dr(y,x) Y,y € R?] <= R jest symetryczna; (c) dg spelnia nieréwnosé trojkata <= R jest
przechodnia. Zatem: dg jest metryka w R? <= R jest relacja réwnowaznosci. (dg ma nazwe “metryka-
rzeka” — dlaczego?).

% Niech R bedzie relacja réwnowaznosci w X oraz Xo C X. Wykazaé, ze
(X0 jest suma pewnych klas réwnowaznosci R) <= (Vz,y € X : [z € Xo, (z,y) € R] = y € Xo).

% Dane sa odwzorowania a: X — Y, 0:Y — Z v:Z — W. Wykazad, ze:

[8 - a injektywne | = « injektywne; [5 - « surjektywne | = (3 surjektywne; [3- a1 - 0 sa bijekcjami | = «, 8
i v réwniez sa bijekcjami.

* Niecha: X —Y, :Y — X, v: X — X. Wykazaé, ze:

a jest injektywne <= VA C X : A = f~1(f(4)); « jest surjektywne <= VB CY : B = f(f~*(B));
[@-v = a, « injektywne] = ~ = idx; [y -8 = B, B surjektywne | = ~ = idx; [a- 0 injektywne,
surjektywne | = « injektywne; [5 -« surjektywne, (3 injektywne | = « surjektywne; [Va € X : 3n € N :
v-----y(x) = 2] = 7 jest bijektywne.

———



29. Opisaé poziomice i zbiér wartosci odwzorowania: f : Z — Z, f(n) := E(%)7 f :]0,00[— R2 f(t) :=
(t+t Lt —t71); f: C — C,f(z) = az + z, gdzie a € C jest ustalong liczbg, taka ze |a| = 1 # —a;

f.R—>]R2,f():—(1+t2,1+t2),f.Z—>Z,f(n) :2n2f3n+1,fR2—>R,f(x,y) = I2+y2*y.

30. Ktoéra z dwu liczb jest wicksza: '"°%/10001, czy °*%/10000?7 Wskazdwka: nieréwnosé Bernoulliego.

31. Dowie$¢, ze dla z,y € Rmamy: E(x)+y >0 <= z+E(y) > 0. Podaé przyklady pokazujace, ze zastepujac
tu nieréwnosci > nieréwnosciami > lub < otrzymamy zdania falszywe. Dowie$é, ze y > E(z) < E(y) >
rz—1.

32. Niech E(z) := (maksymalna liczba calkowita < x). Narysowaé wykresy funkecji R 3 2 — F(z) € R oraz
Ro>z— E(z)— ( ) €R. Wyprowadmc wzory: (a) 0 < E(z+y)— E(z)—E(y) < 1; (b) E(:E(nz)) = E(x)
dlan € N; (¢c) Y1) E(z + £) = E(na); (d) SV E(& 4+ 1) = E(w), jesli liczba N € N jest dostatecznie
duza.

33. Wykazaé, ze dla m,n € N: (a) jeSli m < n, to ""/n+1< /n; (b) jesli m > n(n—1), to ""W/n+1> /n.

Wskazowka: nieréwno$é Bernoulliego.

34. Wykazaé, ze: 23%1 < V2« "TH dla n € N (nieréwnosé Bernoulliego); (b) 2™ > n® dla n > 450.

2n—1 : _
35. Wykazaé, ze: [z < 1,[y| < 1= |{=2] < 1; i+i+. 4+l <ynneN; m < ((Zn)'? =1.3. 2l o
ﬁdlaneN,nH—Fm—!— +%<Z,HEN,1+\/§+... ﬁ>\/ﬁ,n€N.
36. % W n kolejnych latach wskaznik inflacji przyjmowal wartosci z1,...,x,, tzn. w k-tym roku ceny rosty
(14 x)- krotnie. Napisaé¢ wzér na sredni roczny wskaznik inflacji za badany okres; wykazaé, ze jego wartosé
zawiera sie pomiedzy $rednia geometryczna a srednig arytmetyczng liczb z1,..., z,.

37. Wykazaé, ze R = Q4 jest jedynym podzbiorem R zbioru Q* := Q \ {0}, spelniajacym nastepujace warunki:
(1) RU(-R)=Q*; (2) RN(—R)=0; (3) R-RCR; (4) R+ RCR.

38. Wykazaé, ze jezeli zbiér S C R jest przeliczalny lub skonczony, to da,b e R,a >0:Vne€Z:an+b¢ S

39. % Wykazaé, ze jezeli zbior S C R? jest przeliczalny lub skoficzony, to istnieje tréjkat réwnoboczny na
plaszczyznie R?, o bokach dtugosci 1, ktérego srodkiem cigzkosci jest punkt (0,0) i ktérego brzeg nie zawiera
zadnego punktu z S.

40. % Wykazac, ze: (a) limy oo ( 'V/n100 + 099 —n) = 15 (b) limp oo (n 4+ 4Vn2 +n— 2v/n? —n — 3v/n? 4 2n) =

25 (e) limp 0o n(2v/N2 — n 4 2-3Vn? + 14+v/n? + 2n) = — 1; (d) lim, . (\/n2 +Vn3 4V —Vn2 + \/n3) =
(@) Ty oo (Y0 F 2T D +5) = aln+ D +3)) = 5 (6) limson? [(142)" = (14 2)"] =
5pq(q —p) dla p,q € N; (g) lim_ (\/n +vn—/n— ) =1; (h) im_. ¥/5a?" + 4a™ + 3 = max{1, a?}
dla a € R; (i) lim_ o (n” + 7)77/(n + 2)100 — n100 —200n9 = 30v/22; (j) lim_0o /(B +2)" + (1 —2)" =

'n.+1 ntl
. . pia +...+pra,
24+ |1 +z| dlaz e R; (k) hmﬂoom

= =

= max{a1,...,a,} oraz im_.o ¥/p1al + ...+ pa? =

1.
29

(m) im0 27"(1+ L)1+ 2)- - (1+2) =0; (n) limoe 2(14+ 1)1+ 2) - (1 + 2) = 400

(0) im oo 2251 - 2222 .. 2 = (; (p) lim oo n[(n + 1) ™0 — nT0] = +o00;
(

max{ay,...,a.}, jesli r € N i liczby p;, a; sa dodatnie; (1) lim_, ( {75171 — ﬁ) =

1 1 1 —_ .
q) lim o ( n2—n+1 + Vn2—n+42 +ot \/n2+n) =2
2 2 2 . 3_ 3_ 3_ . n
(r) im_, 00 (Zgﬁ + Zsig + ..+ ZSIZ) =1;(s) im_, o 33&.33& .. .-ZSJ& = %; (t) lim o V14423 + .. +nf=

L (u) imooe B2 S0 VR —2=1.

nai+(n—1)as+...4+ay

P (v e lim,, o0 G-

41. Wykazad, ze jesli ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny, to lim,

n—1
42. Wykazaé, ze jesli ciag liczbowy (a,) jest ograniczony, to ciag () o wyrazach z,, =: 2 ;jiJer;;iJra"

zbiezny. Wyliczy¢ lim ,,, jesli a,, = ", |a| < 2. Wskazéwka: %, := (1 — 27 ™)z, spelnia warunek Cauchy’ego.

jest

43. Dowiesé, ze jesli ciag (a; + ... + ay) jest ograniczony oraz a, \, 0 przy n — 0o, to lim,,_,, na, = 0.
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% Sprawdzi¢, korzystajac z twierdzenia Stolza:
: 154254 ...4nb 1. : 154254, 4nb 1.
(a) hmn—>oc % = 6 (b) hmn—>oo (% - % = 2

(c) limp oo = ( At At \/#27) =2(v2-1); (d) limy—e (m+m+7-l~~+\/n<n+1) _ Z) —1.
(€) limy oo (14 J5 4o+ =) =25 () limn_)w%_§7

I (2 nHn n o2
(g) limy, 00 @ = % 5 (h) limy, 00 \;TL])-'

Dla danych liczb dodatnich a i b okre§lmy rekurencyjnie dwa ciagi (a,) i (by), przyjmujac: ag := a, by := b,
Gyl = a";b", byl = faib: Wykazaé, ze ciagi (an), (by) sa zbiezne oraz lim,, o an, = Vab = lim,,_, o by,.

Wykazaé zbiezno$é ciagu (a,,), jesli:
(a) a, = (1—|—1%)(1—|—2%)~-~(1+n—12); (b) ay, == 1+%+...—|—\/%—\/2n; (¢) ap := 1—|—%—|—...+%—logn

(liczba lim a,, &~ 0.57721566 nazywa si¢ stalg Eulera); (d) a, = %\/n + 1L

% Zbadacé zbiezno$¢ ciagéw okreslonych rekurencyjnie :
1,2 1,3

(a) Tpy1 = xp — 52, — 37, , 2o = 13 (b) 2py1 = §sina, x0 =15 (¢c) Tny1 = 2 —sinz,, 20 =1.
Dla podanych nizej ciagdéw obliczy¢ inf{x,, : n € N}, sup{z,, : n € N}, liminf x,,, limsup z,,

— n2— n n— n 2 n
(8) @0 = 240, (b) @ = mfgitigs » (0) @ = L (d) 20 = n—10[#5]+2 ; (¢) o = n—2—5E(2) ;

(f)wn:%+%_[%]§

Dowie$¢ (nie stosujac twierdzenia Stolza), ze limy, oo (1 + 1+ 1 +...+ 1) =0.

% Zbadaé ograniczono$¢ i wyznaczy¢ kresy zbioru:
(a) {¥/n+100:n € N}; (b) {257 1z € RE; (o) {27+ 217" 2 e R}; (d) {Z :n € N}; (e) 102!0n :n € N},
() {7~ B(/a—T) : n € N} (2) {2 s mon € N} (1) {-b= + o=+ m,n € N},

Niech Z — dowolny zbiér niepusty, P := {A € 22 : A : skoficzony }. Wykazaé, ze wzér d(A, B) := |A+ B| :=
(A\ B)U(B\ A) okresla metryke w zbiorze P. Opisaé kule i odcinki wzgledem tej metryki.

% Sprawdzié¢, ze wzér d(z,y) := min{|lx — y|,3 — || — |y|} zadaje metryke na zbiorze X := [-1,1]. Dla
wartosci r = % i 7“3: 5 wyznaczy¢ kule K(1;r) (wzgledem metryki d). Wykazaé, ze (Srednica (X, d)) :=
Supx,yEX d(.]f, y) =3

Sprawdzié, ze wzor d(z,y) := |(|x| — |y])| + |sgnx — sgny| okresla metryke na R. Wyznaczy¢ kule (wzgledem d)
o érodku xg = 4 i promieniach r = 3,4, 5, 6. Pokazaé, ze K(4;r) jest przedzialem <= 0<r <2lubr > 6.

lz—y|l, gdyr—yeQ
a, gdyz -y ¢Q

* Metryka cyklicznego uporzgdkowania przedziatu: Niech X := [a,b[C R oraz h:=b—a (lub X :=1,n C Z oraz
h := n); sprawdzié, ze wzér d(x,y) := min(Jz — y|,h — |z — y|) okresla metryke w zbiorze X.

Dla jakich wartosci a € R funkcja d(z,y) := { jest metryka na [—1,1].

Wykazaé, ze funkcja d : R x R — R zadaje pseudometryke na R (tzn. spelnia warunki d(z, z) = 0,d(z,y) =
d(y,z),d(z,z) < d(x,y)+d(y, 2)); opisaé okreslong przez d relacje réwnowaznoéci w R: z ~ y <= d(z,y) =
0.

d(z,y) := |sinz — siny| + | cosx — cosy|; d(x,y) := |sinz — siny| + | sin(x — y)|.
* Czy wzor d(z,y) := % okre$la metryke na R ?

% Dowiesé, ze: zbior wyrazéw ciaggu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest ograniczony;

* Dowiesé, ze jedli (z,,) i (yn) sa dwoma ciagami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d), to ciag liczbowy
(d(zn,yn)) jest zbiezny.

% Niech X := K(0,1) = {z € C : |z| < 1} oraz d(z,y) := min{|z — y|, 2 — |z| — |y|}. Sprawdzié, ze (X,d)
jest przestrzenia metryczna niezupelna (tzn istnieja ciagi Cauchy’ego nie majace w X granicy). Narysowad

K(p,R) (kula o érodku p i promieniu R) dla (p;R) réwnych odpowiednio: ((0,0); 3); ((0,2); 1).



