
Zadania domowe z Analizy IR. Seria 2. 4.11.2013

1. Niech Z – dowolny zbiór niepusty, P := {A ∈ 2Z : A : skończony }. Wykazać, że wzór d(A,B) := |A÷B| :=
(A \B) ∪ (B \A) określa metrykeι w zbiorze P . Opisać kule i odcinki wzgleιdem tej metryki.

2. Sprawdzić, że wzór d(x, y) := min{|x − y|, 3 − |x| − |y|} zadaje metrykeι na zbiorze X := [−1, 1]. Dla
wartości r = 4

5 i r = 5
4 wyznaczyć kuleι K(1; r) (wzgleιdem metryki d). Wykazać, że (średnica (X, d)) :=

supx,y∈X d(x, y) = 3
2 .

3. Sprawdzić, że wzór d(x, y) := |(|x| − |y|)| + |sgnx− sgny| określa metrykeι na R. Wyznaczyć kule (wzgleιdem
d) o środku x0 = 4 i promieniach r = 3, 4, 5, 6. Pokazać, że K(4; r) jest przedzia lem ⇐⇒ 0 < r ≤ 2 lub
r ≥ 6.

4. Dla jakich wartości a ∈ R funkcja d(x, y) :=

{
|x− y|, gdy x− y ∈ Q
a, gdy x− y ̸∈ Q jest metrykaι na [−1, 1].

5. Metryka cyklicznego uporzaιdkowania przedzia lu: Niech X := [a, b[⊂ R oraz h := b − a (lub X := 1, n ⊂ Z oraz
h := n); sprawdzić, że wzór d(x, y) := min(|x− y|, h− |x− y|) określa metrykeι w zbiorze X.

6. Wykazać, że funkcja d : R×R −→ R zadaje pseudometrykeι na R (tzn. spe lnia warunki d(x, x) = 0, d(x, y) =
d(y, x), d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z)); opisać określonaι przez d relacjeι równoważności w R: x ∼ y ⇐⇒ d(x, y) =
0.
d(x, y) := | sinx− sin y| + | cosx− cos y|; d(x, y) := | sinx− sin y| + | sin(x− y)|.

7. Czy wzór d(x, y) := |x−y|
1+(x−y)2 określa metrykeι na R ?

8. Dowieść, że: zbiór wyrazów ciaιgu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest ograniczony;

9. Dowieść, że jeśli (xn) i (yn) saι dwoma ciaιgami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d), to ciaιg liczbowy
(d(xn, yn)) jest zbieżny.

10. Niech X := K(0, 1) = {x ∈ C : |x| < 1} oraz d(x, y) := min{|x − y| , 2 − |x| − |y|}. Sprawdzić, że (X,d)
jest przestrzeniaι metrycznaι niezupe lnaι (tzn istniejaι ciaιgi Cauchy’ego nie majaιce w X granicy). Narysować
K(p,R) (kula o środku p i promieniu R) dla (p;R) równych odpowiednio: ((0, 0) ; 1

2 ) ; ((0, 3
4 ) ; 1

2 ).

11. Wykazać, że w każdej metryce odcinek o końcach a i b tzn. {x ∈ X : d(a, b) = d(a, x) + d(x, b)} jest
domknieιty.

12. Wykazać, że S := {x ∈ R3 : x1x2x3 = 1} ma cztery spójne sk ladowe.

13. Zbadać zwartość, spójność, domknieιtość i ograniczoność zbioru: A := {(x, y) ∈ R2 : x(x + y)2 = 1}.

14. Zbadać domknieιtość, otwartość, zwartość i spójność poniższych podzbiorów przestrzeni X ⊂ R
a) X := {0} ∪ { 1

n , n ∈ N} , A := {1} , B := {0, 1, 1
2} , C :=dowolny podzbiór X;

b) X := R , A := {x ∈ R : 1
32 ≥ x3 − 2x2 + x ≥ 0};

c) X :=]0, 1
2 [ , A := {x ∈ R : 1

32 ≥ x3 − 2x2 + x ≥ 0};
d) X := R , A := {x ∈ R : x = an , n ∈ N} , a ∈ R–ustalone ;
e) X := {x ∈ R : x = an , n ∈ Z} , A := {x ∈ R : x = an , n ∈ N} , a ∈ R–ustalone;

15. Niech X :=]0,∞[. Podać przyk lad funkcji ciaιg lej f : X −→ R dla której f(X) jest zbiorem : a) domknieιtym
i nieograniczonym, b) domknieιtym i ograniczonym (czyli zwartym).

16. (C) Opisać otwarte, domknieιte, zwarte i spójne podzbiory zbioru N w topologii zadanej metrykaι d(m,n) :=
| 1m − 1

n |. Czy metryka d◦(m,n) := |m− n| określa teι samaι co d topologieι w zbiorze N ?

17. (C) Zbadać domknieιtość, zwartość, spójność i otwartość zbiorów: a) Zbiór funkcji wielomianowych na odcinku
[0,1]. (jako podzbiór C[0, 1] z metrykaι d(f, g) := supx∈[0,1]|f(x) − g(x)| ) b) Jak wyżej lecz ograniczamy sieι
do wielomianów stopnia nie wieιkszego niż 17.

18. Niech (X, d) beιdzie przestrzeniaι metrycznaι; dla A ⊂ X i ϵ ≥ 0 oznaczmy Aϵ := {x ∈ X : ∃a ∈ A : d(x, a) ≤ ϵ}.
Rozważmy nasteιpujaιce implikacje: (D) A domknieιty ⇒ Aϵ domknieιty; (O) A otwarty ⇒ Aϵ otwarty; (Z) A
zwarty ⇒ Aϵ zwarty; (S) A spójny ⇒ Aϵ spójny. Dowieść, że: (a) A zwarty ⇒ Aϵ domknieιty; (b) w
przestrzeni X := Rn z metrykaι d(x, y) := |x− y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) saι również prawdziwe;
(c) dla X :=]−∞,−1[∪{0}∪]+1,+∞[; z metrykaι d(x, y) := |x−y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) saι fa lszywe.

1



19. (C) Wykazać, że przestrzeń metryczna, w której każdy podzbiór ograniczony i domknieιty jest zwarty, jest
zupe lna.

20. Odwzorowanie f nazywa sieι domknieιte (otwarte), jeżeli f -obrazy zbiorów domknieιtych (otwartych) saι domknieιte
(otwarte). Zbadać, czy dane ciaιg le (w zwyk lej topologii R) odwzorowanie f : R → R jest domknieιte lub ot-
warte:
f(x) :=

√
1 + x2; f(x) := x√

1+x2
;(c) f(x) := 2x

1+x2 ; f(x) := sinx.

21. (C) Wykazać, że nie istnieje ciaιg la bijekcja odcinka domknieιtego na zbiór W := {(x, y) ∈ R2 , −1 ≤ x ≤
1 , y = 0} ∪ {(x, y) ∈ R2 x = 0 0 ≤ y ≤ 1}.

22. Wykazać, że nie istnieje ciaιg la bijekcja R2 → R. (zatem R2 i R nie saι homeomorficzne). Uogólnić wynik na
Rm m ≥ 2 i R.

23. Czy istnieje ciaιg la bijekcja okreιgu na prostaι ?

24. (C) Niech C(r) oznacza okraιg na p laszczyźnie o środku w poczaιtku uk ladu wspó lrzeιdnych i promieniu r.
Niech X :=

∪∞
n=2 C(1− 1

n ), Y :=
∪∞

n=3 C( 1
n ) beιdaι podzbiorami w R2 ze standardowaι metrykaι. a) Wykazać,

że X i Y saι niezupe lnymi przestrzeniami metrycznymi. b) Skonstruować homeomorfizm (tzn. ciaιg laι bijekcjeι
takaι, że odwrotna jest ciaιg la) X → Y . c) Znaleźć uzupe lnienia X i Y i wykazać, że nie saι homeomorficzne.
(Czyli homeomorficzne przestrzenie metryczne mogaι mieć niehomeomorficzne uzupe lnienia.)

25. Wykazać, że: (a) limn→∞( 100
√
n100 + n99−n) = 1

100 ; (b) limn→∞
(
n + 4

√
n2 + n− 2

√
n2 − n− 3

√
n2 + 2n

)
=

5
4 ; (c) limn→∞ n(2

√
n2 − n + 2−3

√
n2 + 1+

√
n2 + 2n) = − 1

4 ; (d) limn→∞

(√
n2 +

√
n3 +

√
n5 −

√
n2 +

√
n3

)
=

1
4 ; (e) limn→∞

(
3
√

(n + 2)(n + 4)(n + 5) − 3
√
n(n + 1)(n + 3)

)
= 7

3 ; (f) lim→∞ n2
[(

1 + p
n

)q − (
1 + q

n

)p]
=

1
2pq(q− p) dla p, q ∈ N ; (g) lim→∞

(√
n +

√
n−

√
n−

√
n
)

= 1; (h) lim→∞
n
√

5a2n + 4an + 3 = max{1, a2}
dla a ∈ R; (i) lim→∞(n7 + 7)−7

√
(n + 2)100 − n100 − 200n99 = 30

√
22; (j) lim→∞

n
√

(3 + x)n + (1 − x)n =

2 + |1 + x| dla x ∈ R; (k) lim→∞
p1a

n+1
1 +...+pra

n+1
r

p1an
1 +...+pran

r
= max{a1, . . . , ar} oraz lim→∞ n

√
p1an1 + . . . + pranr =

max{a1, . . . , ar}, jeśli r ∈ N i liczby pi, ai saι dodatnie; (l) lim→∞

(
1

n√2−1
− 2

n√4−1

)
= 1

2 ;

(m) lim→∞ 2−n(1 + 1
n )(1 + 2

n ) · · · (1 + n
n ) = 0; (n) lim→∞

1
n (1 + 1

n )(1 + 2
n ) · · · (1 + n

n ) = +∞;

(o) lim→∞
2n−1
2n+1 · 2n−2

2n+2 · · ·
n
3n = 0; (p) lim→∞ n[(n + 1)

1
100 − n

1
100 ] = +∞;

(q) lim→∞

(
1√

n2−n+1
+ 1√

n2−n+2
+ . . . + 1√

n2+n

)
= 2; (r) lim→∞

(
n2+1
n3+1 + n2+2

n3+2 + . . . + n2+n
n3+n

)
= 1; (s)

lim→∞
23−1
23+1 · 33−1

33+1 · . . . · n3−1
n3+1 = 2

3 ; (t) lim→∞
n
√

14 + 24 + . . . + n4 = 1; (u) lim→∞
n+2
n2−3

∑n
k=1

n
√
k2 − 2 = 1.

26. Wykazać, że jeśli ciaιg liczbowy (an) jest zbieżny, to limn→∞
na1+(n−1)a2+...+an

n+(n−1)+...+1 = limn→∞ an.

27. Wykazać, że jeśli ciaιg liczbowy (an) jest ograniczony, to ciaιg (xn) o wyrazach xn =: 2n−1a1+...+2an−1+an

2n−1+...+2+1 jest
zbieżny. Wyliczyć limxn, jeśli an = αn, |α| < 2. Wskazówka: x̃n := (1− 2−n)xn spe lnia warunek Cauchy’ego.

28. Dowieść, że jeśli ciaιg (a1 + . . . + an) jest ograniczony oraz an ↘ 0 przy n → ∞, to limn→∞ nan = 0.

29. Sprawdzić, korzystajaιc z twierdzenia Stolza:

(a) limn→∞
15+25+...+n5

n6 = 1
6 ; (b) limn→∞

(
15+25+...+n5

n5 − n
6

)
= 1

2 ;

(c) limn→∞
1√
n

(
1√
n+1

+ 1√
n+2

+ . . . + 1√
2n

)
= 2(

√
2 − 1) ; (d) limn→∞

(√
1·2+

√
2·3+...+

√
n(n+1)

n − n
2

)
= 1 ;

(e) limn→∞
1√
n

(1 + 1√
2

+ . . . + 1√
n

) = 2 ; (f) limn→∞

√
1+

√
2+...+

√
n

(n+1)
√
n

= 2
3 ;

(g) limn→∞
n
√

(2n−1)!!

n = 2
e ; (h) limn→∞

n(2n−1)
n
√

(2n)!
= e2

2 .

30. Dla danych liczb dodatnich a i b określmy rekurencyjnie dwa ciaιgi (an) i (bn), przyjmujaιc: a0 := a, b0 := b,
an+1 := an+bn

2 , bn+1 := 2anbn
an+bn

. Wykazać, że ciaιgi (an), (bn) saι zbieżne oraz limn→∞ an =
√
ab = limn→∞ bn.

31. Wykazać zbieżność ciaιgu (an), jeśli:
(a) an := (1 + 1

12 )(1 + 1
22 ) · · · (1 + 1

n2 ); (b) an := 1 + 1√
3

+ . . .+ 1√
2n−1

−
√

2n; (c) an := 1 + 1
2 + . . .+ 1

n − logn

(liczba lim an ≈ 0.57721566 nazywa sieι sta laι Eulera); (d) an = (2n)!!
(2n+1)!!

√
n + 1.
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32. Zbadać zbieżność ciaιgów określonych rekurencyjnie :
(a) xn+1 = xn − 1

2x
2
n − 1

3x
3
n , x0 = 1 ; (b) xn+1 = π

2 sinxn x0 = 1 ; (c) xn+1 = xn − sinxn , x0 = 1 .

33. Dla podanych niżej ciaιgów obliczyć inf{xn : n ∈ N}, sup{xn : n ∈ N}, lim inf xn, lim supxn

(a) xn = n−10
n2 , (b) xn = n2−3n

5n2−24n+36 , (c) xn = n−E(
√
n)2+1

E(
√
n)

, (d) xn = n−10[ n
10 ]+ 2

n ; (e) xn = n− 5
n−5E(n

5 ) ;

(f) xn = 24
n + n

10 − [ n
10 ];

34. Dowieść (nie stosujaιc twierdzenia Stolza), że limn→∞
1
n (1 + 1

2 + 1
3 + . . . + 1

n ) = 0.

35. Zbadać ograniczoność i wyznaczyć kresy zbioru:

(a) { n
√
n + 100 : n ∈ N}; (b) { x

x2+1 : x ∈ R}; (c) {2x + 21−x : x ∈ R}; (d) {n2

2n : n ∈ N}; (e) { 1000n

n! : n ∈ N};

(f) {
√
n− E(

√
n− 1) : n ∈ N}; (g) { m

n(m+n) : m,n ∈ N}; (h) { 1
m
√
n

+ 1
n
√
m

: m,n ∈ N}.
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