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Zadania domowe z Analizy IR. Seria 2. 4.11.2013

. Niech Z — dowolny zbiér niepusty, P := {A € 2% : A : skoticzony }. Wykazaé, ze wzér d(A, B) := |A+ B| :=

(A\ B)U(B\ A) okresla metryke w zbiorze P. Opisaé kule i odcinki wzgledem tej metryki.

Sprawdzié, ze wzér d(z,y) = min{lx — y|,3 — |z| — |y|} zadaje metryke na zbiorze X := [-1,1]. Dla
wartodci 7 = 2 i 7“3* 5 wyznaczy¢ kule K(1;7) (wzgledem metryki d). Wykazaé, ze (Srednica (X,d)) =
sup, yex d(,y) =

Sprawdzié¢, ze wzér d(x,y) := |(|z] — |y|)| + |sgnz — sgny| okresla metryke na R. Wyznaczy¢ kule (wzgledem

d) o érodku xg = 4 i promieniach r = 3,4,5,6. Pokazaé, ze K(4;r) jest przedzialem <= 0 < r < 2 lub
r > 6.

lz—yl, gdyr—yeQ
a, gdyx —y ¢ Q

Metryka cyklicznego uporzqdkowania przedziatu: Niech X := [a,b[C R oraz h :=b—a (lub X := 1,n C Z oraz
h :=n); sprawdzi¢, ze wzér d(x,y) := min(Jz — y|,h — |z — y|) okresla metryke w zbiorze X.

Dla jakich wartosci a € R funkcja d(z,y) := { jest metryka na [—1,1].

Wykazaé, ze funkcja d : R x R — R zadaje pseudometryke na R (tzn. spelia warunki d(z, z) = 0,d(z,y) =
d(y,z),d(z,z) < d(x,y)+d(y, z)); opisaé okreslong przez d relacje réwnowaznosci w R: z ~y <= d(z,y) =
0.

d(z,y) ;= |sinz —siny| + | cosx — cosy|; d(x,y) := |sinz — siny| + | sin(x — y)|.

Czy wzor d(z,y) = |'r_y‘)2 okresla metryke na R ?

14+(z—y

Dowies¢, ze: zbior wyrazow ciggu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest ograniczony;

Dowies¢, ze jesli (xn) 1 (yn) sa dwoma ciggami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d), to ciag liczbowy
(d(zpn,yn)) jest zbiezny.

Niech X := K(0,1) = {z € C : |z| < 1} oraz d(z,y) := min{|lx —y|, 2 — |z| — |y|}. Sprawdzié, ze (X,d)
jest przestrzenig metryczng niezupela (tzn istnieja ciagi Cauchy’ego nie majace w X granicy). Narysowaé

K(p,R) (kula o érodku p i promieniu R) dla (p;R) réwnych odpowiednio: ((0,0); 3); ((0,3); 1).

Wykazaé, ze w kazdej metryce odcinek o koricach a i b tzn. {x € X : d(a,b) = d(a,z) + d(z,b)} jest
domkniety.

Wykazaé, ze S := {x € R? : 12923 = 1} ma cztery spdjne sktadowe.
Zbadaé zwartosé, spéjnosé, domknietoéé i ograniczonosé zbioru: A := {(x,y) € R? : x(x +y)? = 1}.

Zbada¢ domknietosé, otwartosé, zwartosé i spéjnoéc’ ponizszych podzbioréw przestrzeni X C R
a) X :={0}U{E ,neN}, A = {1} B:={0,1,3}, C :=dowolny podzbiér X;

)X R A—{xE]R >ac — 222 —|—a:>0}

c) X :=]0,1[, A 7{x€R & > a3 — 222 + 2 > 0}

d)X R A={reR: x—a,nGN},aeRustalone;

e) X —{xeR x=a",neZ}, Ai={x €R : x=a", n € N}, a € R-ustalone;

Niech X :=]0, 0o[. Podaé przyklad funkeji ciagglej f: X — R dla ktérej f(X) jest zbiorem : a) domknietym
i nieograniczonym, b) domknietym i ograniczonym (czyli zwartym).

(C) Opisaé otwarte, domkniete, zwarte i spéjne podzbiory zbioru N w topologii zadanej metryks d(m,n) :=
|t — 1] Czy metryka do(m,n) := |m — n| okresla te sama co d topologie w zbiorze N ?

1

(C) Zbadaé¢ domknietosé, zwartosé, spéjnosé i otwartosé zbioréw: a) Zbiér funkeji wielomianowych na odcinku
[0,1]. (jako podzbiér C0,1] z metryka d(f, g) := supyejo,1)|f(x) —g(x)| ) b) Jak wyzej lecz ograniczamy si¢
do wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 17.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng; dla A C X ie > 0 oznaczmy A, := {x € X : Ja € A:d(x,a) < €}.
Rozwazmy nastepujace implikacje: (D) A domkniety = A, domkniety; (O) A otwarty = A, otwarty; (Z) A
zwarty = A. zwarty; (S) A spéjny = A, spéjny. Dowiesé, ze: (a) A zwarty = A, domkniety; (b) w
przestrzeni X := R" z metrykg d(x,y) := |x — y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sg réwniez prawdziwe;

(c) dla X :=] — o0, —=1[U{0}U] + 1, +o0]; z metryka d(z,y) := |z —y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa falszywe.
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(C) Wykazaé, ze przestrzen metryczna, w ktérej kazdy podzbiér ograniczony i domkniety jest zwarty, jest
zupea.

Odwzorowanie f nazywa sie domkniete (otwarte), jezeli f-obrazy zbioréw domknietych (otwartych) sa domkniete
(otwarte). Zbadaé, czy dane ciggle (w zwyktej topologii R) odwzorowanie f : R — R jest domkniete lub ot-
warte:

f(z) =1+ 22; f(x):= W’(C) flx) = %,f(x) '=sinz.

(C) Wykazaé, ze nie istnieje ciggla bijekcja odcinka domknietego na zbiér W := {(z,y) € R?, -1 < x <
1,y=0}U{(x,y) €eRZ 2 =00<y<1}.

Wykazaé, ze nie istnieje ciggla bijekcja R? — R. (zatem R? i R nie s3 homeomorficzne). Uogdlnié¢ wynik na
R™m>2iR.

Czy istnieje ciggla bijekcja okregu na prosta 7

(C) Niech C(r) oznacza okrag na plaszczyznie o $rodku w poczatku uktadu wspéhzednych i promieniu r.
Niech X :=J;-,C(1—1), Y := 2, C(2) bedy podzbiorami w R? ze standardows metryka. a) Wykazac,
ze X 1Y sg niezupelnymi przestrzeniami metrycznymi. b) Skonstruowaé homeomorfizm (tzn. ciggly bijekcje
taka, ze odwrotna jest ciagla) X — Y. c¢) ZnaleZ¢ uzupelienia X 1 Y i wykazaé, ze nie sg homeomorficzne.
(Czyli homeomorficzne przestrzenie metryczne mogg mie¢ niehomeomorficzne uzupemienia.)

Wykazaé, ze: (a) limy oo ( 'Vn100 +n99—n) = 55; (b) limp o0 (n 4+ 4Vn? + 1 —2vn2 —n — 3v/n? + 2n) =
2 () limp oo n(2VN? — n + 2-3vn2 + 14+vn? 4 2n) = —1; (d) limp 00 (\/n2 +Vnd +Vnd — Vn? + \/n3) =
5 (@) limy e (Y T2+ D +5) = /aln+ D +3)) = 5 (6) limoaon? [(14+2)" = (14 2)"] =
1

3pq(q —p) dla p,g € N; (g) lim_ 0 (\/n+ Vi —/n - ) =1; (h) im0 /502" 4 4a™ + 3 = max{1, a*}
dla a € RB; (i) limeo(n” + 7)774/(n + 2)100 — n100 — 20009 = 30v/22; (j) lim_0e /(3 +2)" + (1 — z)

2+ 1+ 2z dlaz € R; (k) lim_ %—:Igzgﬂ = max{al,.. ,a,} oraz hrn_,oo Ypal + ..+ pral =
max{ay,...,a.}, jesli r € N i liczby p;, a; sa dodatnie; (1) lim_, ( ) = %;

(m) im_ee 27"(1+ 2)(1+ 2) - (1+2) =0; (n) hm%o L+ Ly %) (1 + 1) = 4o0;

(0) lim_poe 2t - 2222 " 01 (p) s ml(n + 1) ] =

O Win+2+...+m) = 2 (1) limye ggﬁ TG+ 2 = ()
Moo 25t - S5t - Bt = 25 (6) limoyoe VIF+ 27+ nf = 15 (u) limooo L Y0, VA2 —2=1.

nai+(n—1)as+...4+an

T g = Mo G

Wykazaé, ze jedli ciag liczbowy (ay,) jest zbiezny, to lim,

-1
Wykazaé, ze jesli cigg liczbowy (a,,) jest ograniczony, to ciag (z,) o wyrazach z,, =: 2 2a1f1++2f§;i+a" jest

zbiezny. Wyliczyé lim z,,, jesli a, = o, |a| < 2. Wskazéwka: %n = (1 — 27 ")z, spetnia warunek Cauchy’ego.

Dowiesé, ze jedli ciag (a; + ...+ ay) jest ograniczony oraz a, \, 0 przy n — 0o, to lim, . na, = 0.

Sprawdzié, korzystajac z twierdzenia Stolza:

(8) T, g TRt — 4 () limyy o (715“52%“*"5 - %) =33

. . V1-24+v2:34...44/n(n+1) n
(c)hmnmﬁ(ﬁ+ﬁ+ ..+¢127)2(\/§1);(d)11mn%0( = 2)1;
(€) limp oo d=(14 5 .+ L) =25 (F) Tim, o0 YRRV 2,

. v/(2n—1)!! . n(2n— e
() lim oo V20 = 25 (1) limy oo T\E;@T;') -5

Dla danych liczb dodatnich a i b okreslmy rekurencyjnie dwa ciagi (a,) i (by), przyjmujac: ag := a, by := b,
Gpt1 i= “";rb", bni1 = falb" Wykazaé, ze ciagi (ay,), (bn) sa zbiezne oraz lim, o an, = Vab = lim,,_, by,.

Wykazaé zbieznosé ciagu (a,), jesli:
(a) an =1+ &)1+ 5) - (1+2%); (b) ay == 1+%+...+\/ﬁ—\/2n; (c)ap,:=1+%+...+L—logn

(liczba lim a,, &~ 0.57721566 nazywa sie statq Eulera); (d) a, = %\/n + 1
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Zbada¢ zbieznos¢ ciggéw okreslonych rekurencyjnie :
(a) Tpy1 = xy — %x% — %xz, zg=1;(b) xpy1 = Fsinz, x0=1; (¢) Tny1 = 2p —sinz,, z9=1.
Dla podanych nizej ciagdéw obliczyé inf{z,, : n € N}, sup{x, : n € N}, liminf z,,, limsup z,,
_ 2_ —E 241
(a) Tp = nn210 ) (b) Tn = m , (¢) op = % ) (d) T = n—lO[%]—‘r% ; (e) Tn = n—%—E)E(%) ;

(£) 2 = 22 + 15 — [§5);

Dowiesé (nie stosujac twierdzenia Stolza), ze lim,, %(1 + % + % +...+H =0

Zbadaé ograniczonos¢ i wyznaczy¢ kresy zbioru:

2 n
(a) {¥/n+100:n € N}; (b) {255z € RE; (o) {2 +2'7" : z € R}; (d) {& : n € N}; (e) {19 : n € N}
(f) {/n—E(v/n—1):n €N} (g {F(T:ﬁ_n) :m,n € N}; (h) {Tl/ﬁ + —7\1/1% : m,n € N}



