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Zadania domowe z Analizy IR. Seria 2. 7.11.2014

. Wykazaé, ze w kazdej metryce odcinek o koricach a i b tzn. {z € X : d(a,b) = d(a,z) + d(z,b)} jest

domkniety.
Wykazaé, ze S := {x € R3 : 12923 = 1} ma cztery spéjne skladowe.
Zbadaé zwartosé, spéjnosé, domknietoéé i ograniczonosé zbioru: A := {(x,y) € R? : x(x +y)? = 1}.

Zbada¢ domknietos¢, otwartosé, zwartosc i spojnosc ponizszych podzbioréw przestrzeni X C R

a) X :={0}U{L neN}, A 7{1} B:={0,1,3}, C :=dowolny podzbiér X;
)X R, A—{weR 3 > x% — 227 —|—x20}

) X:=]0,i[,Ai={zeR: & >3 227+ >0}

d)X R, A:={zeR: x:a",neN},aERfustalone;

e) X —{J;ER x=a",neZ}, A:={x€R : x=a", n €N}, a € R-ustalone;

Niech X :=]0, co[. Podaé przyklad funkeji ciggtej f: X — R dla ktérej £(X) jest zbiorem : a) domknietym
i nieograniczonym, b) domknietym i ograniczonym (czyli zwartym).

(©) Opisac otwarte, domkniete, zwarte i spdjne podzbiory zbioru N w topologii zadanej metryka d(m,n) :=
|- — +|. Czy metryka do(m,n) := |m — n| okresla t¢ samg co d topologie w zbiorze N ?
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(C) Zbada¢ domknietosé, zwartosé, spdjnosé i otwartosé zbioréw: a) Zbiér funkeji wielomianowych na odcinku
[0,1]. (jako podzbiér C0,1] z metryka d(f, g) := supycjo,1)|f(z) —g(z)| ) b) Jak wyzej lecz ograniczamy sie
do wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 17.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng; dla A C X ie > 0 oznaczmy A, :={x € X : Ja € A:d(z,a) < ¢}
Rozwazmy nastepujgce implikacje: (D) A domkniety = A. domkniety; (O) A otwarty = A, otwarty; (Z) A
zwarty = A, zwarty; (S) A spéjny = A, spéjny. Dowiesé, ze: (a) A zwarty = A, domkniety; (b) w
przestrzeni X := R" z metrykg d(x,y) := |z — y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sg réwniez prawdziwe;

(c) dla X :=] — o0, —1[U{0}U] + 1, +00]; z metryka d(z,y) := |z —y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa falszywe.

(C) Wykazaé, ze przestrzen metryczna, w ktérej kazdy podzbiér ograniczony i domkniety jest zwarty, jest
zupea.

Odwzorowanie f nazywa sie domkniete (otwarte), jezeli f-obrazy zbioréw domknietych (otwartych) sa domkniete
(otwarte). Zbadad, czy dane ciagle (w zwyklej topologii R) odwzorowanie f : R — R jest domkniete lub ot-
warte:

f@) = V1+a2 f(2) = Fi(0) f(z) = 3523 f(2) = sina.

(C) Wykazaé, ze nie istnieje ciggla bijekcja odcinka domknigtego na zbiér W := {(z,y) € R?, -1 < x <
1,y=0}U{(x,y) eRZ 2 =00<y<1}.

Wykazaé, ze nie istnieje ciggla bijekcja R? — R. (zatem R? i R nie s3 homeomorficzne). Uogdlnié¢ wynik na
R™m >2iR.

Czy istnieje ciggla bijekcja okregu na prostg 7

(C) Niech C(r) oznacza okrag na plaszczyznie o srodku w poczatku ukladu wspélrzednych i promieniu r.
Niech X :=J;2,C(1—1),Y := ;25 C(+) bedy podzbiorami w R? ze standardows metryka. a) Wykazac,
ze X 1Y sg niezupelnymi przestrzeniami metrycznymi. b) Skonstruowaé¢ homeomorfizm (tzn. ciaggly bijekcje
taka, ze odwrotna jest ciagla) X — Y. c¢) ZnaleZ¢ uzupemienia X i Y i wykazaé, ze nie sa homeomorficzne.
(Czyli homeomorficzne przestrzenie metryczne moga mie¢ niehomeomorficzne uzupehienia.)



