
Zadania domowe z Analizy IR. Seria 3. 26.11.2013

1. Wyliczyć granice:

(a) limx→1 x
1

1−x ; (b) limx→0
1−(cos x)sin x

x3 ; (c) limx→0
1
x ( 1

x − cotx) ;
(d) limx→∞(x2 − x4 log(1 + x−2)) ; (e) limx→1( 1

log x −
1

x−1 ) ; (f) limx→1( x−1
log2 x

− 1
x−1 ) ;

(g) limx→0(1 + x2ex)
1

1−cos x ; (h) limx→0 x
−5(x−

√
1 + x2

3 sinx) ; (i) limx→0( e
ax−ax
ebx−bx )x

−2

;

(j) limx→a
ax−xa
x−a ; (k) limx→0

e−x
2/2−cos x
x4 ; (l) limx→π/4(tanx)tan 2x ;

(m) limx→0(1− x+ sinx)x
−3

; (n) limx→∞(cos(x+ 1
x )− cos(x− 1

x )) ; (o) limx→0
(1−cos x) sin 1

x

sin x ;

(p) limx→π
2

cos(cos x)−sin x
cos4 x ; (q) limx→0( cos x

cosh x )1/x
2

; (r) limx→π
1−cos x cos 2x cos 3x

1+cos x ;

(s) limx→0

3√cos 4x− 3√cos 5x
1−cos 3x ; (t) limx→1−(tan πx

2 )1−x ; (u) limx→∞(π2 − arctanx)
1

log x .

2. Znaleźć punkty nieciaιg lości funkcji f : R −→ R (w zależności od wartości parametrów)

f(x) :=


x2−5x+6
x2−x−2 x 6= 1, 2

a x = 2
1 x = 1

;

f(x) :=

{
x3+x2

sin x x 6= 0
a x = 0

;

f(x) :=

{
xn−1
xm−1 x 6= 1 m,n ∈ N
a x = 1

;

f(x) :=

{
ex−1
|x| x 6= 0

a x = 0
;

f(x) :=

{ √
x2 + a2 |x| > 1

ax2 + bx+ c |x| ≤ 1
;

f(x) :=

{
1
x −

1
ex−1 x 6= 0
1
2 x = 0

.

3. Dowieść, że liczba rzeczywistych pierwiastków Wn(x) :=
∑n
k=0

xk

k! jest równa 0 lub 1, zależnie od parzystości
n ∈ N.

4. Która z dwóch liczb jest wieιksza: eπ czy πe ?

5. Dla x ∈ [−1, 1] udowodnić tożsamość: arcsinx = arctan x√
1−x2

.

6. Dla x ∈ [0,∞] wykazać nierówność: sinx ≥ x− x3

6 .

7. Dowieść, że:

(a) x− x2

2 < log(1 + x) dla x > 0 ; (b) log(1 + x) < x− x2

2 + x3

3 dla x > −1 ; (c) e2x < 1+x
1−x dla 0 < x < 1 ;

(d) (4− cosx) sin x
x < 3 dla x 6= 0 ; (e) | 1+xx arctanx| < π

2 dla x < 1 ; (f) 1 + x log(x+
√

1 + x2) ≥
√

1 + x2 .

8. Dowieść, że funkcja f(x) := (1 +x)1/x,−1 < x 6= 0, da sieι przed lużyc do funkcji różniczkowalnej na ]− 1,∞[.
Wyliczyć f(0) i f ′(0) oraz wykazać, że funkcja x 7→ f(x) jest malejaιca, a x 7→ (1 + x)f(x) — rosnaιca na
]− 1,∞[.

9. Niech f : R→ R, f(x) :=

{
1
x −

1
ex−1 gdy x 6= 0

1
2 gdy x = 0

. Dowieść, że:

(a) f jest klasy C1 na R (wyliczyć f ′(0));
(b) f jest malejaιca;
(c) f jest jednostajnie ciaιg la na R.
(d) funkcja R 3 x 7→ f(x)− 1

2 ∈ R jest nieparzysta.

10. Dowieść, że funkcja f : R→ R, f(x) := x3−1
x2+1 , ma trzy punkty przegieιcia oraz że leżaι one na jednej prostej.
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11. Zbadać przebieg funkcji, naszkicować wykres:

f(x) := x2+3x+11√
x2+2

, x ∈ R ; f(x) := (x+ 2)e
1
x , x ∈ R \ {0} ;

f(x) := (x− 3
x )e−

2
x , x ∈ R \ {0};

f(x) := arcsin 3x−x3

(1+x2)3/2
, x ∈ R;

f(x) := (x+ 1) arctanx, x ∈ R.

12. Wykazać, że dla dowolnych roz laιcznych przedzia lów domknieιtych [a,b] i [c,d] w R istnieje funkcja na R klasy

C∞ taka, że f ≡ 0 na [a,b] i f ≡ 1 na [c,d]. Wsk. Można wykorzystać funkcjeι f(x) := e−
1
x2
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