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. Niech f: R = R, f(z) ;:{ z e

Zadania domowe z Analizy IR. Seria 3. 3.12.2014

. Wyliczy¢ granice:

(8) limy 275 ; (b) Ty 72 8™ 0 (¢) limy 0 2(2 — cota) ;

(d) limy o0 (2® = 2log(L+272)) 5 (e) limeo (opz — 5o7) 5 () limaoa (5525 — ﬁ)

(g) limg_o(1+ x%”ﬂﬁ : (h) limg ox=2(z —4/1+ % sinz) ; (i) limg_o(%: ebr —az )

() limga 22" (1) limgog o (1) T, a(ban2)o02" ;
Omlmwwﬂ—w+mmf”;m>mmHmme+%wmw@—%»m@1m%m92%%ﬂi;
(p) limyoy g “SEETTE ¢ (@) Timgoo(E55)Y7 5 (1) limy,, Icosypesueonie

(s) hmm W (t) limg_i—(tan ZE)=%; (u) limzqm(%farctanx)riw.

ZnaleZ¢ punkty niecigglosci funkeji f : R — R (w zaleznosci od wartosci parametréw)

z275m+6 T 7& 1’2

z2—x—2
flz) = a =2
1 r=1
:v3+z2
= sinx x # 0 .
fay={ S TAD

" —1
) r#1 m,neN
f(x): { a r=1

m={ T

a x=0
{ vz +a? |zl >1

ar? +br+c |z <1 ;

s 7T ET T

1 _
3 z=0

Dowiedé, ze liczba rzeczywistych pierwiastkéw W, (z) := ZZ:O% jest rowna 0 lub 1, zaleznie od parzystosci
n € N.

Ktora z dwdch liczb jest wieksza: e™ czy 7¢ ?

Dla z € [—1, 1] udowodnié tozsamos¢é: arcsinx = arctan T

PR s
Dla z € [0, oo] wykaza¢ nieréwnoéé: sinz >z — %

Dowiesé, ze:

2 2
(a) z—% <log(l+z)dlaz>0; (b) log(1+x)<x—%+‘”—; dlaz>-1;() e <2 dad<z<1;
(d) (4—cosz)¥2e <3dlaz#0; (e) [HLarctanz| < F dlaz <1;(f) 1+zlog(z+v1+a?) > V1422,

. Dowiesé, ze funkcja f(z) := (14+2)Y/%, —1 < x # 0, da sie przedtuzyc do funkcji rézniczkowalnej na ] — 1, col.

Wyliczyé f(0) i f'(0) oraz wykazaé, ze funkcja x — f(x) jest malejgca, a & — (1 + x)f(z) — rosngca na
] —1,00]
1_ 1
1 & gdy @70 . Dowiesé, ze:
5 gdy =0
(a) f jest klasy C! na R (wyliczy¢ f'(0));
(b) f jest malejgca;
(¢) f jest jednostajnie ciggla na R.
(d) funkcja R > z — f(z) — 1 € R jest nieparzysta.

Dowiesé, ze funkcja f : R — R, f(z) := fcz—;}, ma trzy punkty przegiecia oraz ze leza one na jednej prostej.
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Zbadaé przebieg funkcji, naszkicowaé wykres:

f(z) = ﬁzgi\/%;l,xe}l%;f(m) = (z+2)ew, z e R\ {0} ;

fz) = (x = 2)e™s, x € R\ {0);
f(z) := arcsin ﬁ, xz € R;
f(z):=(x + 1)arctanz, x € R.

Wykazaé, ze dla dowolnych rozlgcznych przedzialéw domknietych [a,b] i [c,d] w R istnieje funkcja na R klasy
C* taka, ze f =0 na [a,b] i f =1 na [c,d]. Wsk. Mozna wykorzysta¢ funkcje f(z) := e

Obliczy¢ calki nieoznaczone:
: rdx zidx x
(a) [(z* — 2z 4 3)e®dx; (b) fs1n3xdx' (c) Cos‘éw; (d) f\f logx )2da; (e) 211; f( w4+1 ; (g)
(z+1)dz zdr . L[ Vrzdr | . xdx . (5” —ldx,
f (932+»L+2)(L2+4~L+5)’ h) f Vitat’ f‘l:\/fn"rl’ ']) f \/17:1:3’ fa:\/m" 1’ x34+17 (m) f 141
(m) [ (2 ﬁ)ldm, ) [tan?zdx; (p) [ 5 arcsina dx; farcsm Tzdr; ( fx_% log(1 + x)dz; (s)
f loi"@l*lild‘r ( ) f(arctana: _]‘) 2d1’ fSlIl IOgil' d(E, W f \/CQOJifocslem. ) 2ti1313§s%xx; ( ) f Sin;zi-cs?izfcdx; (Z)

Ve + 2e® + 4dz; (aa fe_“/’ dz; (ab) fﬁm’ (ac) leHM, (ad) fm‘}%; (ae) fﬁ%;

Obliczyé calki oznaczone:
1 z . 3 . / . 2 Va1

fl xSﬁ; ) fO %dl” (C) 2 xlogm ’ fO 1 +4(E2d$ fO 1+$)\/7’ (f) 1 :L‘+_‘1— (g)
0  dx 00 p . 1 1 arctan ™ T sinnz
0 zg+1 ) i \/jzﬁ @ Jfo log® wda; fo (14t>x ‘fdx ( ) Jo 1+tanpx dla p € R; (1) [y 55 de,
n e N; (m) foﬂ— cos™ x cos n dl.; (n) Oﬂ— 3+2cosz; f—7r 1+sm x’ fOﬂ— 1+25inx(€slixnm+cosx); (q) ;:Zigi; (1")
f;(x —a)™(b—z)"dx, m,n € N, a < b; (s fo (1—z?)"dz, n € N; (t) Ologz Ver —1dx;
Obliczy¢ pochodne funkgji:

13 . cos T
(a) fla):= [p sin(t?) ; (b) g(x) =[5, A
24t

Zbadaé¢ funkcje f(x fo \/W

Dowies¢, ze jesli funkcja f : R — R jest ciggla oraz spelnia warunek Vzr € R : f IH

okresowa.

f)dt = 0, to jest

Wyrazi¢ Fy,11(x) przez F,(x), jesli:

z2 \n T : 4 xP dx
(a) Fp(x) := [(3857)"dz (b) Fu(z) == [ ﬁ (wyliczy¢ Fy(z)) (c) Fp(z) := [ logﬁm, peR (d) Fu(z) =
JaP~me"dx, p € 0,1 (e) [ % (wyprowadzi¢ wzér na F,(x))

ZnaleZé wzoér rekurencyjny, wyrazajacy Fyyo(x) przez F,(x), jesli:

(a) Fn(a: = fcos"xdac (b) Fu(z):= [ %2 (c) Fu(z) == [ % (znalezé wzory na Fop(z) i Forpy1())
2" do x) = [z" coszdx
v

Rozwazajac sumy Riemanna odpowiednio dobranej catki wyliczy¢ granice:
(a) limn_mOnZZ v = 5 (b)) Mmoo (GEy + s -+ ) = logk dla 2 < k€ N; ()

lim,,_, 2w 1 .
n OOZk 1n+k log2

(C) Dla k € Z oznaczmy ck = fo‘: 2¥ cos x dx, gdzie a := 5. Wykazac, ze: o

(l2 +1
(a) con = (=1)" (2n)'2k 0 2k 3 (b) canr = (—1)"(2n + DIk = 12k+1) —1);
(c)

)
k'a ; k2 _ ., _
0 m ak+1 S ', (d) hmkﬁoo ch = a = 5-




