Zadania z Geometrii R6zniczkowej
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. Sprawdzié¢, ze odwzorowanie ® : R? — R?, ®(s,t) := (s + tsin s, log | cos s| + tcos s), jest odwracalne na pewnym
otoczeniu punktu (0,0). Wykazaé, ze wspétrzedne S, T odwzorowania odwrotnego ®~!(z,y) = (S(z,y),T(x,y))
spetniaja réwnania: IVT|? := (T})? 4 (T;)? = 1, (VS|VT) := S, T, + S, T, = 0,|VS| = (T + -=5) "
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. Oznaczajac § := t + ﬁ mamy: (I)’(s,t) = |: :|, wiec det <I>’(s,t) = o(z,y) =4, cow (S,t) = (0,0) jest rowne 1, skad

d(s,t)

odwracalnoéé; z kolei (@1 (x,y) = (®/(s, 1))t =

[ coss —sins
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dsins dcoss } » skad teza.

. Jaka powierzchniec w R? opisuje parametryzacja « = 111;13)27 y=

nosé.
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. Odpowied?. Czesé stozka z = 1 — 4/ x2 + y2, opisana nieréwnosciami 0 < z < 1. Istotnie, |z + iy| = 5> =1—2z.
. Dowie$é, ze dla p > 3 zbiér C) := {(x,y,2) € R+3 cxy+yz+ zax = p,xyz = 1} jest gladka, zwarta i spéjng krzywa
w R3. Dla p = 5 wyznaczy¢ ekstremalne wartoéci «, y i z na Cp.

. Skoro Vf1 x Vfa = [#2(y — 2),¥%(z — ), 2%(z — y)], to dla x = (=, y, 2) € R4 rzad f/(x) = {y Tz oztz oaty jest mniejszy od

yz zx
2 <= x =y = z, a ten warunek dla x € C}, nie jest spelniony; to dowodzi, ze C}, jest gtadka 1-wymiarowa rozmaitoscig.

. Okre$lmy ¢ : Ux R — R* U :={u € C: |u| = 1}, wzorem ¢(u,t) := (tu,Im(u?)) € C x R = R>. Sprawdzi¢, ze:
198 :=¢p(UxR) = {(z,1,2) : (> 4+3> >0, 2= 22 ) lub (x =y =0, |2| < 1)}; 2° ¢ jest lokalnym dyfeomor-

x2+y?

fizmem na U x R pomniejszonym o 4 punkty nieregulérne (i\l/j;,O), ktérych obrazami sa 2 punkty (0,0,+1) € S;

3% ¢(—u,—t) = ¢(u,t), wiec ¢ okreéla odwzorowanie ¢o wstegi Mébiusa M = (U x R)/+ w S (symetrycznie
polozone punkty "réwnika” wstegi sa sklejane przez odwzorowanie ¢).

. 20 Niech ¢ : R x R — R3, ¢(s,t) := ¢(e?s,t) = (tcoss,tsins,sin2s) (zlozenie ¢ z lokalnym dyfeomorfizmem R x R — U x R,
(s,t) — (e%,t)); macierz ¢’ (s,t) ma nastepujace minory stopnia 2.: t, 2cosscos2s, 2sinscos2s; sg one = 0 (tzn. ¢’ ma < 2 rzad)
= = — is — tlte
< (t=0,co82s=0) < (t=0, e = \/E)
. Utozsamijmy R* z C?, zapisujac punkt (u1,us,v1,v2) € R* w postaci (u,v), gdzie u = uy + iug,v = vy + ivy.
2 . ’ 7 . . . .
Oznaczmy S := {(u,v) : v # 0, u = ‘fﬁ} Dowiesé, ze: 19 S jest gladka powierzchnia w R*, homeomorficzng z

powierzchnia walca; 2° S (domkniecie S w R*) jest gladks powierzchnig, homeomorficzna ze wstega Mobiusa.

. Ad 19. S jest wykresem gladkiego odworowania C* 3 v +— Z—TQ € C, wigc jest gtadka. Odwzorowanie ¢ : UxR — S, U:={z€ C: |z]| =

[
1}, dane wzorem ¢(z, t) := (22, etz), jest oczywiscie ciagta bijekcja (parametryzacja S); odwzorowanie odwrotne ¢~ (u,v) = (ﬁ, log |v])
takze jest ciagle, wiec ¢ jest homeomorfizmem walca U x R na S. Ad 2° S = SU {(u,v) : |u| = 1,v = 0} (latwe sprawdzenie), wiec
S = {(u,v) : Ju| = 1,v € Ry/u}. Warunek v € R/u jest réwnowazny Im(y/uT) = 0; tatwo tez sprawdzié, ze dla v € U mamy:
Vu = iﬁ[(l + u1) + dug] dla u # —1, Vu = iﬁ[uz +i(1 — u1)] dla u # 1. Roztézmy S na sume dwéch otwartych w .S

podzbioréw: S = S U S, okrelonych warunkami u # —1 (dla S1) i u # 1 (dla Sa); mamy wtedy: S1 = {(u,v) : go = 0,91 = 0},

S = {(u,v) : go = 0,92 = 0}, gdzie go := |[u]? — 1 = u% +u§ —1,a g1 :=ugv1 — (L +wui)vz i g2 := (1 — u1)vi — ugvz (czesci
urojone liczb [(14wu1) +4u2]v i [ug + (1 — u1)]0 odpowiednio). Zauwazmy teraz, ze na S jest # 0 przynajmniej jeden z wyznacznikéw
9(90,91) _ : 0(90,91) _ ; S mied b 2(90,92) ;
Burvg) = —2u1(1+up)i Busvg) = —2uz(1 + u1), a na Sy jest # 0 przynajmniej jeden z wyznacznikéw By o) = 2u1 (1 — ul):
% = 2u2(1 — u1); zatem Vgo, Vg1 sa lin. niezal. na S1, a Vgo, Vg2 sa lin. niezal. na Sa, a wiec obie czesci S1, S powierzchni S

sa gladkie. Wezmy odworowanie ¢ : U x R — S, 9(z,t) := (22,t2); jasne, ze 1 jest ciagla surjekcja, przy czym v¥(z,t) = (', ') <=
(#/,t') = £(z,t), a wiec mamy ciagla bijekcje ¢ : M := (U x R)/+ — S; odwzorowanie odwrotne ¥~ (u,v) = /u(1, 2) tez jest ciagte,

wiec ¢ jest homeomorfizmem wstegi Mobiusa M na S.

. Niech H := {(z,y,2) : wsinz — ycosz = 0} (tzw. helikoida). Dowie$¢, ze: 1° H jest gtadka powierzchnia w
R?; 2 H jest homeomorficzna z R?. 3° Wyznaczy¢ przeciecie H z plaszczyzna ¥(pg) styczna do H w punkcie
po = (20, Yo, 20) € H; 4° dowieéé, ze H N X(pg) zawiera dwie krzywe, przecinajace sie prostopadle w punkcie po.

. 19 H = h=1(0), gdzie h(x,y,2) := xsinz — ycosz; skoro Vh = [sinz, —cos z,xcos z + ysinz] # 0, to H jest powierzchnia gladka.
20 Niech ¢(t,u) := (tcoswu,tsinu,u); wtedy ¢p(R?) = H: ho ¢(t,u) = 0 oraz zsinz — ycosz = 0 = ¢(xcosz + ysinz, z) = (z,y, 2);
¢ jest injektywne: ¢(t,u) = (x,y,2) = u = z & t = xcosz + ysinz; zaréwno ¢, jak i ¢~ : H — R?, s ciagle: ¢~ (x,y,2) =
(zcosz + ysin z, 2); stad teza. 3° Oznaczmy dla wygody c := coszg, s := sinzg, d := cxo + syo; wtedy |d| jest odlegloécia po od



osi 021 22 4+ y2 = (cwo + sy0)? + (szo — cyo)? = d2. Tpo(H) = kerVh(po) = ker[s, —c, d] jest rozpieta przez [c,s,0]T i [—sd,cd, 1]T,
wiec X(po) = {(wo + ct — sdu,yo + st + cdu, 20 + u) : (t,u) € R?}; stad H N X(po) opisana jest réwnaniem 0 = xsinz — ycosz =
(20 + ct — sdu)(s cosu+csinu) — (yo + st + cdu)(ccosu — ssinu) = (t+d) sinu — du cos u. 49 Przypadek d # 0: (t+d) sinu —ducosu = 0
przy sinu # 0 oznacza t = d(uctgu — 1), a przy sinu = 0 oznacza u = 0; wobec tego przez pg przechodza dwie krzywe z H N X(po):
p1(u) = po + d[e(uctgu — 1) — su, s(uctgu — 1) + cu, éu] oraz p2(t) = po + t[e, s,0] (prosta pozioma), przy czym p}(0) = [—sd, cd, 1]
jest prostopadty do p,(0) = [c, s,0]. Przypadek d = 0: Teraz H N 3(po) opisane jest warunkiem tsinu = 0; t = 0 daje prosta pionows
p1(u) = po + u[0,0, 1], za§ u = nw daje proste poziome p2 ,(t) = po + [ct, st,nw|, przecinajace prostopadle p1(u).

7. Dowieéé, ze dla dowolnych funkcji a,b,c € C*(R), k > 1, zbiér S := {(z,y,2) € R® : F(z,y,2) = 0}, gdzie
F(x,y,2) := a(2)2z? + 2b(2)xy + c(2)y* — 1, jest (regularna) powierzchnig klasy C* w R?.

7. Tozsamosé (a:(% + y%) F(zx,y,2) = 2F(z,y, 2) + 2 sprawia, ze (Fy, F}) # 0 w kazdym punkcie S.



