Zadania domowe z geometrii rozniczkowej — seria +1

Zadanie 1. (a) W przestrzeni R? \ {(0,0,0)} definiujemy relacje réwnowaznosci:

(1773/72) ~1 (xlvylvz/) < 3 7£ 0: (xvyu Z) - ()\xl7)‘y/>)‘zl)'
Klasy réwnowaznosci wzgledem tej relacji sa prostymi w R? przecinajacymi sie w (0,0, 0) z wy-
jetym punktem przeciecia. Zbior RP? = R3\ {(0,0,0)}/ ~; wyposazamy w topologie ilorazows.
Definiujemy trzy mapy na zbiorach

Or ={lz,y,2]: z#0},  Oy=A{lz,y,2]: y#0},  O.={[r,y,2]: 2#0}
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Sprawdzi¢, ze odwzorowania @, ¢, ¢, zadaja w RP? strukture gladkiej rozmaitosci réznicz-
kowej. (b) W zbiorze RP? x R?® 3 («, p) definiujemy relacje réwnowaznosci

(a,p) ~o (&,p') & a=a 1iprosta przechodzaca przez p i p’ jest réwnolegta do «

W zbiorze M = RP? x R?/ ~, wprowadzi¢ strukture rozmaitosci gladkiej tak, aby naturalna
projekcja
RP? x R* 5 (a,p) — [a,p] € M

byta odwzorowaniem gtadkim.

Zadanie 2. Obroty w przestrzeni R? przeprowadzaja proste na proste. Kazdy obrét (macierz
O € M?3(R), det O = 1) definiuje wiec odwzorowanie rozmaitosci M z zadania (1) w siebie.
Oznaczmy to odwzorowanie F. Niech

cos2t O sin 2t
O(t) = 0 —1 0
sin2t 0 —cos2t

Zapisa¢ w wybranym uktadzie wspotrzednych wektor styczny w punkcie ¢t = 0 do krzywej
t— Fo(t)(m),

gdzie m € M jest prosta réwnolegta do osi Oy i przechodzaca przez punkt (0,0, 1).
Zadanie 3. Niech w € A\? V*. Udowodnié, ze w jest forma prosta (tzn. jest iloczynem zewnetrz-
nym jednoform) wtedy i tylko wtedy gdy w A w = 0. Niech teraz ', w” € A V* beda formami
prostymi. Udowodnié, ze w = w' + w” jest forma prosta wtedy i tylko wtedy gdy w’ A w” = 0.
Zadanie 4. Obliczy¢ ¢p*w jesli

(b : R+4 > <p7 q,T, 8) — (pQ7qr7 TS) € RJrB
oraz

2
w=uzdy Adz +ydz Adz + 2zdz Ady € /\T*Rﬁ.

Zadanie 5. W R3\ {(x,y,2) : y = 0,2 > 0)} wprowadzamy nowy uktad wspotrzednych:

x =E&ncosp
y=§7781w
z=5(&—17)

gdzie £ > 0, n > 0, ¢ €]0, 27[. Korzystajac ze wzoru
d(2(X) de Ady Adz) = (div X)dz A dy A dz
wyrazi¢ dywergencje we wspotrzednych (€, 7, ¢).
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