
Zadania domowe z geometrii różniczkowej – seria +1
Zadanie 1. (a) W przestrzeni R3 \ {(0, 0, 0)} definiujemy relację równoważności:

(x, y, z) ∼1 (x′, y′, z′) ⇔ ∃λ ̸= 0 : (x, y, z) = (λx′, λy′, λz′).
Klasy równoważności względem tej relacji są prostymi w R3 przecinającymi się w (0, 0, 0) z wy-
jętym punktem przecięcia. Zbiór RP 2 = R3\{(0, 0, 0)}/ ∼1 wyposażamy w topologię ilorazową.
Definiujemy trzy mapy na zbiorach

Ox = {[x, y, z] : x ̸= 0}, Oy = {[x, y, z] : y ̸= 0}, Oz = {[x, y, z] : z ̸= 0}
wzorami:

φx : Ox ∋ [x, y, z] 7−→ ( yx ,
z
x
) ∈ R2,

φy : Oy ∋ [x, y, z] 7−→ (xy ,
z
y
) ∈ R2,

φz : Oy ∋ [x, y, z] 7−→ (xz ,
y
z
) ∈ R2.

Sprawdzić, że odwzorowania φx, φy, φz zadają w RP 2 strukturę gładkiej rozmaitości różnicz-
kowej. (b) W zbiorze RP 2 × R3 ∋ (α, p) definiujemy relację równoważności
(α, p) ∼2 (α′, p′) ⇔ α = α′ i prosta przechodząca przez p i p′ jest równoległa do α

W zbiorze M = RP 2 × R3/ ∼2 wprowadzić strukturę rozmaitości gładkiej tak, aby naturalna
projekcja

RP 2 × R3 ∋ (α, p) 7−→ [α, p] ∈M
była odwzorowaniem gładkim.

Zadanie 2. Obroty w przestrzeni R3 przeprowadzają proste na proste. Każdy obrót (macierz
O ∈ M33(R), detO = 1) definiuje więc odwzorowanie rozmaitości M z zadania (1) w siebie.
Oznaczmy to odwzorowanie FO. Niech

O(t) =

 cos 2t 0 sin 2t
0 −1 0
sin 2t 0 − cos 2t


Zapisać w wybranym układzie współrzędnych wektor styczny w punkcie t = 0 do krzywej

t 7−→ FO(t)(m),
gdzie m ∈M jest prostą równoległą do osi 0y i przechodzącą przez punkt (0, 0, 1).

Zadanie 3. Niech ω ∈ ∧2 V ∗. Udowodnić, że ω jest formą prostą (tzn. jest iloczynem zewnętrz-
nym jednoform) wtedy i tylko wtedy gdy ω ∧ ω = 0. Niech teraz ω′, ω′′ ∈ ∧2 V ∗ będą formami
prostymi. Udowodnić, że ω = ω′ + ω′′ jest formą prostą wtedy i tylko wtedy gdy ω′ ∧ ω′′ = 0.

Zadanie 4. Obliczyć ϕ∗ω jeśli

ϕ : R+4 ∋ (p, q, r, s) 7−→ (pq, qr, rs) ∈ R+3

oraz

ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy ∈
2∧
T∗R+3.

Zadanie 5. W R3 \ {(x, y, z) : y = 0, x ­ 0)} wprowadzamy nowy układ współrzędnych:
x = ξη cosφ
y = ξη sinφ
z = 12(ξ

2 − η2)
gdzie ξ > 0, η > 0, φ ∈]0, 2π[. Korzystając ze wzoru

d (ı(X) dx ∧ dy ∧ dz) = (divX)dx ∧ dy ∧ dz
wyrazić dywergencję we współrzędnych (ξ, η, φ).
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