Wyklad 11.

Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Uwaga! Notatki dotyczqce calki Riemanna nie bedqg zawieraty szczegolowych rozwigzan wszyst-
kich przyktadow.

Wyktad 11. po$wiecony jest catce Riemanna na R™. Jak zwykle najczesciej pracowaé bedzie-
my na R? lub R?®. W planach sa jednak takze pewne ekstrawagancje, takie jak wyznaczanie
objetosci kuli jednostkowej w przestrzeni R™. Znajomos¢ definicji i technik obliczania calek z
funkcji wielu zmiennych pozwala na wyznaczanie objetosci figur bardziej skomplikowanych niz
te wystepujace w szkolnej geometrii, wyznaczanie srodkéw masy, momentow bezwtadnodci, sit
grawitacyjnych pochodzacych od ciggtego rozktadu masy itd. Podobnie jak w przypadku catki
Riemanna na R takze w wyzszym wymiarze definicja catki i jej praktyczne obliczanie to dwa
nieco rozne zagadnienia. W jednym wymiarze techniki rachunkowe opieraja sie na Podstawowym
Twierdzeniu Rachunku Rézniczkowego i Catkowego. W przestrzeni R™ uzywamy twierdzenia Fu-
biniego o zamianie calki po obszarze w R™ na catke iterowang i dalej korzystamy z umiejetnosci
wyznaczania calek z funkcji jednej zmiennej.

Wyktad rozpoczniemy od definicji catki Riemanna po kostce w R™. Kostkg w R"™ nazywac
bedziemy iloczyn kartezjanski odcinkéw domknietych I, = [ag, bx] C R:

D=1 xIx---x1,.
Innymi stowy
D={(z', 2% ...,2"): a; <2 <b}.
Dla n = 2 kostka jest poprostu prostokatem, dla n = 3 prostopadtoscianem. Niech
f:D—R

bedzie funkcja ograniczong. Dalsze rozwazania dla czytelnosci przeprowadzimy dla n = 2. Przy-
padek ogélny dosta¢ mozna bez trudnosci. Kostke D w dwéch wymiarach mozna przedstawic
jako iloczyn kartezjanski dwoch odcinkdéw

D=1xJ.
Podziatem odcinka I = [a, b] nazywamy uporzadkowany ciag punktow
To=a<T] << ---<xp,=20

nalezacych do odcinka /. Punkty te dziela odcinek I na sume k odcinkéw I; = [x;_1, x;]:

a x1 I; i b

Podzial R jest drobniejszy od podziatu P jesli P C R (gdy podziaty potraktujemy po pro-
stu jak zbiory punktéw zapominajac o uporzadkowanu). Jesli punkty podzialu R zaznaczymy
czerwonymi kreskami a punkty podziatu P czarnymi kropkami to podzial R drobniejszy niz P
wyglada nastepujaco:
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Zbior podziatéw odcinka jest zbiorem skierowanym, w ktorym podziat R jest pozniejszy niz P
(R > P) jesli R jest drobniejszy niz P.

Para podzialéw (P, Q), gdzie P jest podziatem odcinka I a @) podziatem odcinka J definiuje
podziat kostki D na mate kostki D;; = I; x J;:

Zbiér par podziatéw definiujacych podzialy kostki tez jest zbiorem skierowanym. Para (P, Q")
jest poZniejsza od pary (P, Q) jesli P’ jest drobniejszy od P i @' jest drobniejszy od Q. Obje-
toscig (w wymiarze 2 raczej powierzchnia) kostki D;; nazywamy iloczyn dtugosci odcinkéw 1; i
in

Ll = @ivr — @i, il =y =y, Dyl =14 - 5]
Dla funkcji f ograniczonej na D definiujemy liczby
M;; =sup f, my; =inf f
ij D;;
i sumy gorna U i dolna L:
U(f; P,Q) =Y |Dij| M, L(f; P,Q) = >_|Dijlmi;.
i,j i,J

Zauwazmy, ze jesli (P', Q') jest pézniejszy niz (P, Q) to zachodza nieréwnosci

Uf; P,Q) > U(f; P,Q"),  oraz  L(f; P,Q) < L(f; P, Q).

Istotnie, jesli kostka D;; jest podzielona na mniejsze kostki Bqg,

M;;

o ‘/\*
‘\

‘> My
s

L

to wartosci M,s funkcji w punktach w ktérych osiagane sa suprema na B,s (niebieskie) sa
nie wigksze niz M;; (supremum na duzej kostce D;;, punkt czerwony). Podobnie warto$ci mags
funkcji w punktach w ktorych osiggane sg infima na B, sg nie mniejsze niz m,;. Sumy gorne sg
wiec malejacym (wzgledem relacji skierowania) ciagiem uogélnionym, zas sumy dolne sa rosna-
cym (wzgledem relacji skierowania) ciagiem uogdlnionym. Oba te ciagi sa takze ograniczone:
Ciag sum dolnych jest ograniczony z goéry przez |D|supp, f, a ciag sum gérnych ograniczony z
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dotu przez | D|infp f. Oba ciagi sa wiec zbiezne. Odpowiednie granice nazywamy catka dolna i
catky gorna:

hm L(f;-,- / f llm U(fs-,- / f.
Catka dolna i catka gorna istniejg dla kazdej funkcji ograniczonej f.

Definicja 1. Funkcja ograniczona f jest catkowalna w sensie Riemanna na D jesli jej caltka
dolna na D jest rowna caltce gornej na D. Wspolng wartosé tych catek nazywamy catka w sensie
Riemanna z f na D i oznaczamy

/D £ b /D @, y)dedy.

Twierdzenie 1. Funkcja ciggta na D jest catkowalna w sensie Riemanna na D.

Dowdd: Funkcja ciagta f na zbiorze zwartym D jest jednostajnie ciggla. Spetnia wiec warunek
(zamienione kwantyfikatory w stosunku do zwyklej ciagtosci w kazdym punkcie D):

Ve >0 36 >0 Y(z1,y1), (@2,92) € D d((z1,11), (x2,y2)) <0 = |f(z1,y1) — f22,12)] <e.

Jesli wiec ustalimy e > 0 1 wybierzemy podziat (P, Q) kostki D taki, zeby przekatna kazdej z
kostek D;; byta mniejsza od 4, réznica M;; — m;; spetnia nieréwnosé

Mij —my; <€

takze na kazdej z kostek D;;. Mozemy teraz oszacowac réznice miedzy suma dolng a suma gérng
dla podziatu (P, Q):

U(f; P.Q) = L(f; P.Q) = Z\Dzﬂ — > IDijllmiy = > |Dij| (Miy — miz) <> [Dije = |Dle.
ij ij ij
Wybierajac wystarczajaco maie € mozemy roznice miedzy suma goérna a dolna uczyni¢ dowolnie
mata. Calki gérna i dolna musza by¢ wiec rowne i, co za tym idzie, f jest calkowalna w sensie
Riemanna na D. [
We wszystkich powyzszych rozwazaniach mozna zamieni¢ R? na R™ otrzymujac poprawna
teorie calki Riemanna na R".

Przyktad 1. Wyznaczymy z definicji catke z funkcji f(z,y) = v +y po kwadracie o wierzchot-
kach (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Funkcja f jest ciagta, wiadomo wiec, ze calka istnieje. Wystarczy,
ze wybierzemy jakikolwiek ciag podzialéw o malejacej do zera przekatnej kostek i obliczymy
granice sumy goérnej lub dolnej przy przekatnej kostek dazacej do zera. (Uwaga: zeby by¢ w pet-
ni w zgodzie z wczesniejszymi rozwazaniami teoretycznymi powinnidmy wziaé cigg podziatow
uporzadkowany wzgledem rozwazanej przez nas relacji skierowania. Warunek zmniejszania sie
przekatnej kostek nie jest wystarczajacy. Z teorii catki z funkcji jednej zmiennej wiemy jednak,
ze mozna wprowadzi¢ alternatywng relacje skierowania zwigzang z wymiarem najwiekszej z
kostek podzialu. Dowodzi sie, ze obie relacje prowadza do tego samego pojecia catki.) Niech
I=10,1], J=[0,1], D =1 x J. Wprowadzamy w I i J podzialy na n réwnych czesci, tzn

Pn:{% ZZO,]_,’TL}, Qn:{% ]:0,1,n}

Kazda z kostek D;; jest iloczynem kartezjanskim

o o
Dz‘jZ[Z x == 1<ij<n
n n n n
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Funkcja f przyjmuje na kostce D;; najwiekszg wartos¢ w punkcie (n .

My — 1 +j‘
n
Wyznaczamy sume gorna:
1147
U(f5 P Qn) = D |1DylMyy = 3 —5——= =
ij i

Zgodnie z definicja
n+1

n

=1.

/ (x 4+ y)dzdy = lim
D n—oo
[ )

Zastan6éwmy sie teraz jakie jeszcze funkcje, oprocz ciagltych, sa catkowalne w sensie Rieman-
na’

Przyktad 2. Czy funkcja g przyjmujaca wartos¢ 1 w gérnej potptaszcezyznie R? i na osi Ox oraz
wartosé 0 w dolnej pdlptaszezyznie jest catkowalna na kwadracie o wierzchotkach (£1,+1)7

Rozwazamy réznice miedzy suma gorna a suma dolna dla pewnego podziatu (P, Q).

U(g; P,Q) — L(g; P,Q) = > | Dyl (My; — myy).
)
Kostki, ktore zawarte sg w catosci w gornej lub w dolnej podiptaszczyznie nie daja wktadu
do rézmicy, poniewaz w gornej poiptaszczyznie M;; = m;; = 1, a w dolnej M;; = my; = 0.
Istotny wkiad daja tylko kostki lezace ,na granicy”. W takich kostkach M;; = 1, m;; = 01
M;; — m;; = 1. Réznica miedzy sumg gorng a suma dolng jest wiec sumg powierzchni kostek
lezacych na granicy (zaznaczone na czerwono):
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Im jednak drobniejszy podziat, tym pasek zaznaczony na czerwono ma mniejszg powierzchnie.
W granicy powierzchnia ta znika i catka gérna okazuje sie by¢ réwna catce dolnej dla funkcji g.
Funkcja g jest catkowalna w sensie Riemanna na D. &

Powyzszy przyktad pokazuje, ze aby funkcja byta catkowalna w sensie Riemanna jej zbior
punktéw niecigglodci nie moze by¢ za duzy. Doktadniej rzecz biorac musi sie da¢ pokry¢ prze-
liczalng liczba kostek, ktorych suma powierzchni (objetosci) moze byé dowolnie mata. Odpo-
wiednia jest tu nastepujaca definicja:

Definicja 2. Zbiér S C R” jest zbiorem miary Lesbegue’a zero w R™ jesli dla kazdego € > 0
istnieje cigg kostek D; taki, ze
Sc |JD;

1€EN

00
i=1

Na ptaszczyznie zbiorami miary Lesbeque’a zero sa np. przeliczalne zbiory punktow, obrazy
krzywych cigglych. Nie majg miary Lesbequ’a zero zbiory majace niepuste wnetrze, tzn za-
wierajac jakas kule otwarta. Jesli dwa zbiory sa miary Lesbeque’a zero to takze ich suma jest
miary Lesbeque’a zero. Wlasnos¢ te mozna rozszerzy¢ na przeliczalng rodzine zbioréw miary
Lesbeque’a zero. Jedli A C S'i .S jest miary Lesbeque’a zero, to takze A jest miary Lesbeque’a
zero. Oto twierdzenie precyzujace zbior funkcji catkowalnych w sensie Riemanna.

oraz

Twierdzenie 2. Funkcja [ jest catkowalna w sensie Riemanna na kostce D wtedy i tylko wtedy
gdy zbior punktow niecigglosci funkcyi f lezgcych w kostce D jest miary Lesbegue’a zero.

Twierdzenie to pozostawiamy bez dowodu, traktujac przyktad (2) jako pewnego rodzaju uza-
sadnienie.

Twierdzenie Fubiniego: przejScie do calki iterowanej. Poszukujemy teraz praktycznego
sposobu obliczania catki Riemanna na kostkach w R? (ostatecznie takze w R"). Przyjmijmy
jak wezesniej D = I x J, zatézmy dla ulatwienia ze funkcja f jest ciagla, wybierzmy podziat
(P, Q) kostki D i zapiszmy sume dolng

L(f; P,Q) = Z [ Lill Jjlmig = 3 11| 32 | T5lmi
¢ J
W odcinku I; wybierzmy teraz punkt 52 € [; 1 wyznaczmy
lgftf(gh')
Poniewaz z definicji m;; < inf;, f(&;,-) spetniona jest nieréwnosé

L(f; P,Q) < Z\HZ\J\mff §ir-)

Wyrazenie
> |J;linf £(&,)
j J
jest sumag dolng dla funkcji J 3 y — f(&,y), czyli
(1) L(f; P,Q) < Z\HL (& ); Q)
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Funkcja J 2y — f(&,y) jest ciagla a wiec catkowalna. Istnieje wiec funkcja

T /J F(z,y)dy,

ponadto spetniona jest nieréwnosé

L(f(& Q) < [ f(&v)dy.

Nier6wnosé (1) pociaga wiec
e L(fP.Q) < S | £ )y

Wyrazenie >, | 1| [; f (&, y)dy nazywa sie czesto suma wypunktowana dla funkcji x — [; f(z, y)dy.
Ma podobng posta¢ jak suma dolna i gérna dla funkcji x — [, f(x,y)dy, jednak zamiast
infimum badz supremum funkcji na odpowiednim odcinku uzyta jest wartos¢ funkeji w jakim-
kolwiek punkcie nalezacym do odcinka I; . Oczywiscie suma wypunktowana jest zawsze wieksza

od sumy dolnej i mniejsza od sumy gornej dla tej samej funkeji. Jesli funkcja ta jest catkowal-

na (w naszym przypadku jest nawet ciagla), to w granicy wzgledem relacji skierowania suma
wypunktowana dazy do calki.

Stosujac podobne rozwazania dla sumy gornej otrzymaliby$my nieréwnosé

3) Sl [ f&y)d <UL P.Q)
Nieréwnosci (2) i (3) potaczone razem przyjmuja postaé

®) L(fP.Q) < LI [ fgy)d U PQ).

Funkcja f jest ciggta (a wiec catkowalna). W granicy wzgledem relacji skierowania w zbiorze
podzialow sumy L(f; P,Q) i U(f; P,Q) daza do calki z f po D, zas wyraz srodkowy do calki

iterowanej
/dx/ f(x,y)dy.
I J

Ostatecznie otrzymujemy réwnosé

(5) / f(z,y)dedy = /d:r/ f(z,y)dy.

D I J
Prawdziwo$¢ réwnosci podobnej do (5) w nieco wiekszej ogélnosei jest trescia twierdzenia Fu-
biniego:

Twierdzenie 3 (Fubini). Niech f bedzie funkcjq calkowalng na kostce D = Dy x Dy, D C R™,
Dy CR™, Dy CR*, n=m+ k. Wéwczas funkcje

ww)= [, fevd, 0= [ fwd

sq catkowalne 1

/Df(w,y)dwdy = /D1 u(x)dr = /Dll(x)dx.
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My prowadziliémy rozwazania dla funkcji ciagtej f, co pozwolito nam uniknaé¢ ktopotow wynika-
jacych ze koniecznosci uzywania catek dolnych i gérnych na kostce D,. Ciagtosé¢ f gwarantuje,
ze f jest calkowalna wzgledem kazdej ze zmiennych oddzielnie. Dla ogélnej funkcji catkowalne;j
tak nie musi by¢. Zatézmy, ze dla ustalonego x € Dy funkcja y — f(x,-) ma duzo punktéw nie-
ciagtosci. Punkty te sa oczywiscie takze punktami nieciagtosci dla f. Poniewaz zbior {x} x Dy
jest miary zero w R™ to wszelkie niecigglosci zawarte w tym zbiorze nie maja znaczenia dla cal-
kowalnoéci f. Moze sie jednak okazaé, ze zbiér punktéw nieciagloéci nie jest miary zero w R i
funkcja y — f(x,-) moze si¢ okazaé niecatkowalna, stad konieczno$¢ uzywania w sformutowaniu
twierdzenia calki gérnej i dolnej. W praktycznych zastosowaniach fizycznych i geometrycznych
nie bedziemy sie spotykac¢ z tego rodzaju problemami.

Konsekwencja Twierdzenia Fubiniego jest tez mozliwo$¢ wyboru kolejnosci catkowania. Po-
dobne rachunki, ktére doprowadzity nas do réwnosci (5) mozna dokonaé¢ zamieniajac rolami z
i y. Mamy wtedy

6 /d/,d:/,dd:/d/,d.
() ay [ fep)de = [ G y)dedy = [do [ 5wy
Twierdzenie Fubiniego umozliwia praktyczne obliczanie catek. Oto kilka przyktaddw:

Przyktad 3. Obliczy¢, sprowadzajac do calki iterowanej, catke z przyktadu (1). &

Przyktad 4. Obliczy¢ catke z funkcji

[E2

f(xay):m

po prostokacie

D= [?,x@] x [0, 1],

dokonujac zamiany na catke iterowang na dwa sposoby. Czy sa jakie$ roznice miedzy stopniem
trudnoéci rachunkéw w dwoch réznych kolejnosciach? &

Calkowanie po zbiorach innych niz kostki. Niech A bedzie podzbiorem w R”. Brzegiem
zbioru A nazywamy zbiér punktéw x € R™ spetniajacych warunek:

Ve >0 K(z,e)NA#0D i K(z,e)nNA #£0.

Inaczej moéwiac punkt x jest punktem brzegowym podzbioru A jesli w dowolnym otoczeniu
tego punktu znajdujg sie zaréwno punkty ze zbioru A jak i punkty z dopelnienia tego zbioru
(A’), czyli nie nalezace do A. Brzeg zbioru A oznaczamy symbolem dA. Wnetrzem zbioru A
nazywamy te punkty nalezace do A, ktére nalezg do niego wraz z pewnym otoczeniem. Bardziej
precyzyjnie:

IntA={recA: F>0: K(z,e) C A}.
Funkcja charakterystyczng zbioru A nazywamy funkcje

u@={ 154

Powyzsza funkcja jest nieciggta, a zbior jej punktéw niecigglosci to 0A. Korzystajac z twier-
dzenia Lesbegue’a mozemy powiedzie¢, ze funkcja charaterystyczna zbioru A jest funkcja cat-
kowalng jesli zbiér jest ograniczony i jego brzeg jest zbiorem miary zero. Zbiory ograniczone,
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ktorych brzeg jest miary zero nazywamy mierzalnymi w sensie Jordana. Catke z funkcji cha-
rakterystycznej zbioru mierzalnego po dowolnej kostce zawierajacej ten zbiér nazywamy miarg
Jordana zbioru. Zbiory mierzalne w sensie Jordana sg dobrymi zbiorami, po ktérych mozna cat-
kowac¢. Mierzalne w sensie Jordana sa oczywiscie kostki. Do catkowania uzywa sie najczesciej
zbiorow, ktorych brzegiem jest obraz cigglej krzywej zamknietej. Zbiory te moga wyglada¢ na
przyktad tak:

L Yo Xd]

Calke z funkcji f po zbiorze A definiujemy nastepujaco

.= [ xaf.

gdzie D jest dowolna kostka zawierajaca zbior A. Jesli f jest catkowalna na D i A jest mierzalny
w sensie Jordana, to takze x 4 f jest catkowalna. Zbioér punktow niecigglosci jest zawarty w sumie
zbioréw OA i zbioru punktéw nieciggtosci f w D. Oba zbiory sg miary Lesbeque’a zero, zatem
ich suma i dowolny podzbidr tej sumy takze sg miary Lesbeque’a zero.

Zamiana calki Riemanna na calke iterowang dla zbioru A musi uwzglednia¢ ksztalt zbioru
A. Najlepiej omoéwié to na przyktadzie.

Przyktad 5. Zamieni¢ catke z funkcji f po zbiorze
A={(z,y): 0<2<2, <2z, (-1 +¢y*>1, y >0}
na calke iterowana na dwa sposoby. Zbior A jest ograniczony krzywymi
=2 P+@@-17%=1 =2

i wyglada nastepujaco

Jedli catkowaé¢ mamy najpierw po y a potem po z (co jest tutaj naturalng kolejnoscia) czyli

/dx/dyf

musimy dla ustalonego x wyznaczy¢ granice catkowania wzgledem y:



o
K e
[\

Dolna granica to y = v/2z — 22 za$ gérna to y = /2z. Zmienna x przebiega odcinek [0, 2]

[y
20— x2

Jesli np. f(z,y) = y mamy

dzd d d 2d L2 vE

/yxy_/ x/2$$yy_/ x<§y)\/2xx2_
1 g2 1 2 1 8
5/(](2x—(2x—x2))dx:§/o xde:Ex?)?):E

Catkowanie w drugiej kolejnosci jest bardziej skomplikowane. Bedziemy musieli podzieli¢ catka
na dwie czesci, bo dla y € [0, 1] obszar catkowania wzgledem z sktada sie z dwdéch odcinkéw:

Nasza catke mozemy teraz zapisa¢ nastepujaco:

/f / (/:mf(x,y)dx—l—/lj\/ﬁf(m,y)dx) / dy ; f(z,y)dz.

2Y

Rachunki teraz sa nieco bardziej skomplikowane (dla wybranej funkeji f(z,y) = y), ale wyko-
nujac je starannie uzyskamy ten sam wynik. &

Zadanie 1. Do samodzielnego rozwigzywania proponuje panstwu nastepujace przyktady: Za-
mieni¢ kolejnos¢ catkowania w catkach

/ e [ 112:; ifa:y)dy, /Ode /:xf(x,y)dy, /Oldy /1¢y1_y f(x,y)de.
o

Zadanie 2. Udowodnié¢ tozsamosé

/ daz:/1 $dy/ (x,y, 2 dz—/ldz</O$dy/:_yyf(x,y,z)dx—i—/:dy/ol_yf(x,y,z)da:)

Wskazowka: W zadaniu (2) nalezy rozpoznaé calke iterowana po lewej stronie réwnosci jako
calke po pewnym obszarze w R3. Opisaé ten obszar a nastepnie pokazaé, ze wyrazenie po prawej
stronie wynika z zamiany kolejnosci catkowania.
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Najskuteczniejszej techniki catkowania dostarcza twierdzenie o zamianie zmiennych. Dla ja-
snosci sformutowania twierdzenia zdefiniujmy pojecie dziedziny skonczonej. Dziedzing skonczo-
ng nazywamy zwarty zbior, ktory ma niepuste wnetrze i ktorego brzeg jest lokalnie wykresem
ciagtego odwzorowania. Dziedziny skonczone sa mierzalne w sensie Jordana. Dodatkowo obraz
dziedziny skoniczonej wzgledem dyfeomorfizmu klasy C! tez jest dziedzing skonczong. Wszyskie
zbiory po ktérych dotychczas catkowaliSmy sg whasdnie takie. Twierdzenie o zamianie zmiennych
pozostawimy bez dowodu:

Twierdzenie 4. Niech O i U bedg obszarami otwartymi w R™ a ¥ : U — O bedzie dyfeomor-
fizmem klasy C*. Niech takze 2biér K bedzie dziedzing skoniczong. Dla dowolnej cigglej funkcji

f: K — R zachodzi wzor
/ f:/ f o | det(1)].
K U-1(K)

Twierdzenie o zamianie zmiennych zilustrujemy dwoma przyktadami:

Przyktad 6. Obliczy¢ powierzchnie ograniczong lemniskata Bernoulli’ego, czyli krzywa o réw-
naniu

([L’2 T y2)2 _ 2a2(:1c2 _ y2)'
Obszar ograniczony lemniskata Bernoulli’ego wyglada mniej wiecej tak:

Niech S oznacza prawg cze$¢ tego obszaru, tzn dla x > 0. Pole powierzchni obszaru ptaskiego
obliczamy catkujac we wspoélrzednych kartezjanskich funkcje réwnag 1 po tym obszarze. Ze
wzgledu na symetrie catkowa¢ bedziemy po S i mnozy¢ wynik przez 2:

P = 2/ ldzdy.
S

We wspdlrzednych kartezjaniskich mozna wyznaczyé réwnanie fragmentu krzywej z +— y(x)
lezacej w pierwszej ¢wiartce:

1
y(x) = \/5 (v a* + 16a%22 — 222 — 2a2)
Po zamianie na calke iterowana otrzymamy

av2 y(z) av2 ]
P= 2/ ldzdy = / da:/ dy = 2/ - (\/ a* + 16a2x? — 2x% — 2a2)dx.
s 0 0 2

—y(z)

Obliczanie tej calki jest niezwykle ktopotliwe. Mnie w kazdym razie sie nie udato (jak na razie).
Zamiast tego proponuje przej$¢ do wspotrzednych biegunowych danych, jak zwykle, rownaniami

T =17CoSp, Yy =rsinp
Odwzorowanie, ktore wystepuje w twierdzeniu to

® :)0,00[x] — 7, 7[> (r,0) = (rcosg,rsing) € R*\ {(z,y) :y =0,z < 0}
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W stosunku do standardowych wspotrzednych biegunowych zmienitam dziedzine ¢, tak, aby
prawa potowka lemniskaty znalazta sie w obrazie odwzorowania. W tych wspotrzednych lemni-
skata opisana jest wzorem

r* = 2a*(r* cos p — r?sin ).
Skracamy przez r? i stosujemy odpowiednig tozsamo$¢ trygonometryczng:

r? = 2a* cos(2yp), r = ay/2cos(2¢p)

Prawa czes¢ lemniskaty odpowiada katowi z przedziatu [—7, 7]. Potrzebujemy jeszcze wyznacz-
nik det ¢’

Oxr O
, or % Ccos@ —rsine
@ p— pu—
dy 9y sing  rcosp
or 0Oy

det ® = rcos’ p +rsin®p =r
Zmienna r przyjmuje tylko warto$ci dodatnie, wiec nie musimy dopisywac¢ wartosci bezwzgled-
nej do wyznacznika. W ten sposéb zamiast dezdy do catki wstawiamy rdrde.
P = 2/ ldzdy = 2/ rdrdp
S d-1(5)

i zamieniamy catke na iterowana:

ey £/ 2a2 cos(2¢p) s 1 v
P:2/ dgo/ rdr:2/4dg0§r2
—7 0 %

2a2 cos(2¢) z
= / 2a* cos(2¢p)dyp =
Tz

0

™ s

1 1
2a® /i cos(2p)dy = 2a* = sin(2p) ’

= 2a°.
™ 2

us

[ )

Przyktad 7. Znalezé moment bezwladnosci jednorodnego stozka
S=A{(z,y,2): 2 +¢y*<2?0<z2<1}

o masie M wzgledem osi Ox.

"

Moment bezwladnosci punktu materialnego o masie m w ruchu obrotowym wzgledem osi ¢
jest rowny md?, gdzie d jest odlegloécig punktu od osi obrotu. Moment bezwtadnosci bryty
sztywnej obliczamy catkujac funkcje p — f(p) = p(p)d?(p) po objetosci bryty. W powyzszym
wzorze p oznacza punkt bryly sztywnej, p(p) gestosé masy w punkcie p, a d(p) odlegto$é punktu
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p bryly od osi obrotu. Stozek, ktérego moment bezwtadno$ci mamy obliczy¢ jest jednorodny,
zatem jego gestosé jest stata, tzn nie zalezy od punktu. Oznaczmy te gestos¢ p. Stozek obraca
sie wzgledem osi Oz, zatem odleglosé punktu p = (z,y, z) od tej osi jest réwna

d(z) = \/y? + 22.

Jesli stozek oznaczymy S, do obliczenia mamy nastepujaca caltke:

I= p/S(y2 + 2?)dzdydz.

Powyzsza calke zamieniamy na iterowana:

z27 1 z
I= ,0/ y*+2?)drdydz = p/ dz/ dy/\/_y (y*+2)dz = p/o dz/ dy(y?+2%)2y/22 — 92
Y 2292 —z

Doszlismy do do$¢ zniechecajacej postaci. W tym momencie nalezatoby zastosowa¢ podstawienie
trygonometryczne y = zsint, zeby jako$ pozby¢ sie pierwiastka. Rachujac cierpliwie uzyskali-
by$my zapewne poprawny wynik. Wygodniej jednak bedzie od razu przejs¢ do wspotrzednych
walcowych (r, ¢, ():
r=rcost, y=rsint, z=C(,

tzn uzy¢ odwzorowania

HS) ={(r e, Q) <0< (<L)
W tych zmiennych réwnanie powierzchni stozka 22 + 3% = 2? przyjmuje postaé

,’,,2 — CQ

co przy dodatkowym warunku 0 < z < 1 daje

HS) ={(r,p, () < (0L <L 1Y
Funkcja do catkowania przyjmuje wzglednie prosta postaé

22y = g r2sin o

Odwzorowanie ¥ definiujace uktad wspotrzednych ma pochodna

cosp —rsine 0
V' = | sing rcose 0|,
0 0 1

ktorej wyznacznik, podobnie jak dla wspotrzednych biegunowych na ptaszczyznie jest rowny
det V' =r
Zamieniajac zmienne dostajemy catke

I= p/S(C2 + 72 sin? ) rdrded(,

ktora zapisujemy w postaci na iterowane;

1 2 ¢
I:p/o dC/O dgo/o (C* + r*sin? p)rdr
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i obliczamy

[-p/d{/%dgo/ +rsmgprdr-p/d(((7"+ rsmgp)
p [ [T (5¢ ctsine) = o [ (m¢t Tt do = o2 [Tctac =

1
p454

¢

p
W tresci zadania pojawia sie masa stozka M a nie jego gestos¢. Wiadomo, ze
M = pV

gdy gestos¢ jest stala. Objeto$¢ stozka mozemy wyznaczy¢ catkujac jedynke po stozku lub
postugujac sie szkolnym wzorem

1
V= g’ﬂ'RQh,
w ktorym R jest promieniem podstawy a h wysokoscia stozka. W zadaniu R = 1, h = 1, zatem
1 1 3M
V=cm, M=_-mp, p=—.
3 3 m

Ostateczny wzor na moment bezwladnosci to

&

Do samodzielnej nauki proponuje nastepujace zadania

Zadanie 3. Zmnalez¢ moment bezwladnosci wzgledem osi 0z stozka
S={(r,y,2): °+9y° <0< 21}

o gestosci p(x,y, 2) = poz>.

Drugie zadanie jest nieco trudniejsze rachunkowo:

Zadanie 4. Znalez¢ moment bezwladnosci jednorodnego stozka
S={(z,y,2): 2 +y*<20<2z<1}

wzgledem osi zawierajacej tworzaca tego stozka.

Przyktad 8. Standardowym przyktadem pozytecznego zastosowania twierdzenia o zamianie
zmiennych jest rozwigzanie nastepujacego problemu: Znalezé

o 9
/ e T dx.
—0o0

. . . . _ 2 . . . . .
Wiadomo, ze funkcja pierwotna do x — e~ nie wyraza sie przez funkcje elementarne. Wiadomo

takze, ze catka ta jest zbiezna, tzn ma skonczong wartos¢. Jak jednak ja policzy¢? Mozna
postapi¢ na przyktad nastepujaco:

oo 2 () 0 0 0
I? = (/ e_$2dx) :/ e_‘”2dx/ e_$2da::/ €_$2dx/ eV dy
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Ostatnig catke traktujemy jak caltke iterowang otrzymang z catki po R?:

/ e’Ide/ e’dey:/ e’IQe’dexdy:/ e’IQ’dexdy
—00 —o0 R2 R?

Dokonujemy zamiany zmiennych na biegunowe:

/6_‘”2_y2dxdy:/ e_TQTdrdgo
R2 R2

i wracamy do postaci catki iterowanej, ale w nowych zmiennych

2 27 0 2
/e Tdrdgo:/ dgp/ re " d
R2 0 0

/ re " d
0

mozna obliczy¢ dzieki dodatkowemu czynnikowi r pochodzacemu od zamiany zmiennych:

0 1
/ re"d= —=¢ "
0 2

Catke

< 1

0 2

Wstawiamy wynik do catki iterowanej:

21 00 9 2r 1
/ dcp/ re_rd:/ —dp=m
0 0 0o 2

Otrzymalidmy
I’ =, I =/
czyli
/ e dr = NZs
&

Wszystko bytoby dobrze, gdybysmy nie dokonali tutaj przynajmniej dwdch naduzyé: Po
pierwsze uzyliSmy pojecia catki Riemanna po obszarze nieograniczonym jakim jest R2?, czy-
li tak zwanej calki niewtasciwej, ktorej nawet nie zdefiniowaliémy. Po drugie zastosowalismy
twierdzenie o zamianie takiej catki na iterowang nie majac pewnosci czy wolno. W dalszym
ciggu musimy wiec zwroci¢ uwage na catki niewtasciwe i ich wlasnosci. Nie bedziemy jednak
zaglebiaé sie bardzo w kwestie teoretyczne. Wskazemy jedynie na pewne réznice w stosunku
do calek niewtasciwych jednej zmiennej.

Niewlasciwa catka Riemanna. Catka niewlasciwa jest to catka po obszarze nieograniczo-
nym z ograniczonej funkcji lub catka po obszarze ograniczonym, ale z funkcji nieograniczonej.
Niech A bedzie obszarem nieograniczonym w R™, ktérego brzeg (jesli jest niepusty) jest lokalnie
wykresem odwzorowania ciggltego. Takimi obszarami w R? s na przyklad: cate R? pierwsza
¢wiartka uktadu wspotrzednych, zewnetrze pewnego kota, wnetrze kata, pas pomiedzy réwno-
legtymi prostymi... Zatézmy takze, ze funkcja f okreélona na A jest lokalnie calkowalna, tzn.
catkowalna na kazdej dziedzinie skonczonej zawartej w A. Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru
A bedacych dziedzinami skonczonymi jest wyposazony w relacje zawierania, ktéra czyni z tego
zbioru zbior skierowany. Zbior K jest pdzniejszy niz K, jesli Ky C K,. Nie kazde dwa zbiory
sg poréownywalne, ale dowolne dwa zbiory K; i Ky majg wspolny zbior pdzniejszy, mianowicie
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K; U K,. Suma wszystkich tego typu podzbioréw zawartych w A jest rowna A. Mozemy teraz
dla lokalnie catkowalnej funkcji f zdefiniowaé ciag uogédlniony

Kr—>/Kf

Granice powyzszego ciggu uogolnionego, jesli istnieje, nazywamy catka z f po A i oznaczamy

IR

Podobnie jesli A jest skonczony a f nieograniczona, ale lokalnie catkowalna, mozemy posta-
pi¢ podobnie: rozwazaé¢ zbidr wszystkich dziedzin skoriczonych bedacych podzbiorami A, (na
ktérych calki istnieja — lokalna calkowalnos$é) i badaé istnienie granicy ciagu uogélnionego
wzgledem relacji skierowania. Oto kilka konsekwencji tej definicji:

(1)

Jesli f jest funkcjg nieujemng, wystarczy wybra¢ dowolny zwykty ciag K,, podzbioréw
A taki, ze kazdy z nich jest dziedzing skonczona, K,+1 D K, i U,en K = A 1 sprawdzi¢
czy istnieje

25 S

Istnienie (lub nieistnienie) tej granicy jest réwnoznaczne z istnieniem (lub nieistnieniem)
calki.

Jesli f jest funkcja zmieniajacg znak na A, to catka z f istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje catka z |f|. Inaczej wiec niz w przypadku catki Riemanna funkcji jednej
zmiennej, nie ma pojecia warunkowej zbieznosci catki. Wynika to z réznicy w defini-
cji catki niewlasciwej Riemanna w przypadku jednej i wielu zmiennych. W przypadku
jednej zmiennej catka niewlasciwa definiowana jest jako granica wzgledem skierowanego
zbioru przedziatow zawartych w obszarze caltkowania. Nie dopuszcza sie np. skonczonych
sum przedziatow. W calce wielu zmiennych nie ograniczamy tak bardzo zbioru K. Moze
on by¢ niespéjny, tzn sktadac sie z kilku roztacznych podzbioréw.

Twierdzenie Fubiniego nie obowigzuje w catej ogdlnosci. Probleméw nie ma dla funkcji
ciagtych, jednak znane sa (egzotyczne) przyktady w ktorych istnieje catka po obszarze
w R"™ natomiast nie mozna jej przedstawi¢ w postaci calki iterowanej, nawet uwzgled-
niajac mozliwo$¢ uzycia pojecia catki dolnej i gérnej. Mozna oczywiscie liczy¢ catki przy
pomocy zamiany na calki iterowane, jednak trzeba sprawdzaé zaréwno istnienie calek
iterowanych i catek po obszarze wielowymiarowym, zwtaszcza dla funkcji zmieniajacych
znak.

Nie bedziemy zajmowac¢ si¢ formutowaniem twierdzen dotyczacych catkowalnosci w sensie nie-
wladciwym. Zamiast tego zaprezentuje panstwu kilka przyktadow ilustrujacych mozliwe trud-

nosci.

Przyktad 9. Przyklad ten pochodzi z podrecznika G.M. Fichtenholza (ust. 617, pkt. 24b).
Niech D bedzie pierwsza ¢wiartka plaszezyzny R?, tzn D = [0, 0o[X [0, oo[. Zbadajmy istnienie

catki

/ sin(z? + y*)dady
D

Niech Kpr oznacza ¢wiartke kota o promieniu R zawarta w D, tzn

Kp={(z,y): 2>0,y>0, 2> +y° < R*}.
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Calke z funkcji f(z,y) = sin(z*+y?) mozna obliczy¢ korzystajac z wspotrzednych biegunowych
z R
/ sin(z? 4 y*)dzdy = / sin(r?)rdrdp = / dcp/ sin(r?)rdr =
Kr [0,5]x[0,R] 0 0

(o)

™
o 4

(1 — COS(RZ)) :

Granica
. 2
lim 1 (1 —cos(R ))

R—o0
nie istnieje. Rodzina zbioréw {Kg, R > 0} jest uporzadkowana wzgledem relacji skierowa-
nia, ponadto suma wszystkich elementow tego podciagu jest réwna D. Nie istnienie granicy
catek wzgledem tej rodziny oznacza, ze nie istnieje catka na D. Przyjrzyjmy sie teraz catkom
iterowanym

/ da:/ dy sin(2* + ?) / dx/ dy(sin(2?) cos(y?) + cos(x?) sin(y?)) =
/OOO cos(x? )d:U/O sin(y®)dy + /o sin(z?)dx /OOO cos(y®)dy =
2 /OOo cos(z?)dx /Ooo sin(y®)dy

Calki [;°sin(z?)dz i [;° cos(2?)dz nazywane sa catkami Fresnela. Oblicza si¢ je metoda badania
odpowiednich catek z parametrem. Okazuje si¢, ze

o) 0 1
/ sin(z?)dz = / cos(z?)dx = —\/f.
0 0 2V 2

Tym samym nasza catka iterowana

[e%¢) [e%s) [e's) 0o 1 2
/ dx/ dysin(a® + y°) = 2/ cos(xQ)da:/ sin(y?)dy = 2 (—\/f) _T
0 0 0 0 2V 2 4

Z powodu symetrii funkcji podcatkowej ze wzgledu na zamiane x i y catka iterowana w odwrotnej
kolejnosci jest taka sama. Przyktad ten pokazuje, ze w przypadku funkcji zmieniajacej znak, nie
mozna z istnienia catek iterowanych wnioskowadé o istnieniu catki podwojnej. Takie twierdzenie
zachodzi dla funkcji nieujemnych. &

Przyktad 10. Wr6émy teraz na chwile do przyktadu (8). W przykladzie tym obliczalismy catke
z funkcji Gaussa korzystajac z catki niewlaéciwej po R%. Uzasadnimy teraz, ze rachunki byly
poprawne. Zauwazmy przede wszystkim, ze funkcja (z,y) — e~ (@ +v?) jest nieujemna. Istnienie
calki po R? wystarczy wiec zbadaé na jednym ciegu zbioréw wyczerpujacym R?. Moga to byé
na przyktad kota K, o érodku w (0,0) i promieniu n dla n € N.

1
/ e~ ) dpdy = / e rdrdp = 2 (——er2)
n [0,27] % [0,n] 2

lim 7(1—e ™) =7

n—oo

" 2
=7n(l—e™)
0

Granica

istnieje, zatem funkcja jest calkowalna na R2. Calki iterowane istniejg, co wiadomo z teorii
calki z funkcji jednej zmiennej. W tej sytuacji réwnos¢ catek iterowanych i catki po obszarze
jest juz zapewniona. ¢
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Przyktad 11. Kolejny przyktad dotyczy funkcji nieograniczonej zdefiniowanej na ograniczo-
nym zbiorze. Pochodzi on takze z podrecznika G.M. Fichtenholza (ust. 617, pkt. 23). Niech
D =]0,1[x]0, 1[. Zwréémy uwage, ze zbidr D jest otwarty. Funkcja f jest okreslona na D i pra-
wie wszedzie przyjmuje wartos¢ zero. Wartosci rézne od zera funkcja f przyjmuje w punktach
(x,y) takich, ze x jest liczba wymierna zapisana w postaci nieskracalnego utamka o mianowniku
rownym 2" a y spelnia nieréwnos¢ y < 2% Wartosé funkcji w takim punkcie jest rowna 2™. Oto
stosowna liustracja:

ll‘llll‘ll

Na odcinku niebieskim, czyli dla x = %, funkcja przyjmuje wartosé¢ 2, na odcinkach czerwonych
(z =112 =3) warto$¢ 4, na odcinkach zielonych (z = 21)

16, na z6ttych 32 itd. Calka iterowana

[y [ dusey)

istnieje. Istotnie, dla kazdego ustalonego y funkcja przyjmuje wartos¢ rézng od zera jedynie dla
skonczonej liczby punktéow. Jest wiec catkowalna w sensie Riemanna i wartosé caltki jest réwna
0, tzn funkcja

wartos¢ 8, na czarnych wartos¢

1
y— /0 daf(z,y)
jest stata i rowna zero. Calka iterowana zatem
1 1
|y [ defey) =0,
0 0

Inaczej jest z catka liczong w odwrotnej kolejnosci. Dla ustalonego x niewymiernego lub wy-
miernego z mianownikiem innym niz 2" funkcja y — f(z,y) jest stata i réwna zero. Natomiast
jesli x = 2L funkcja y — f(z,y) jest stata i rowna 27, zatem jej catka

271
1 -
/ dyf(z,y)z/ 2"dy =1
0 0

Funkcja
1
v [austey

jest zatem funkcja podobna do funkeji Riemanna: przyjmuje wartos¢ 1 dla z wymiernych z mia-
nownikiem 2" i 0 w pozostatych przypadkach. Zbiér punktéw niecigglosci tej funkcji jest catym
odcinkiem [0, 1], gdyz w dowolnym otoczeniu kazdego punktu w ktérym funkcja przyjmuje war-
tos¢ 1 sg punkty w ktérych przyjmuje wartosé zero i odwrotnie. Funkcja x —— fol dyf(z,y) jest
wiec niecatkowalna w sensie Riemanna.

Caltka z f po D jednak istnieje. Jesli rozwazymy rodzine obszaréw D., gdzie

D.=lg,1—¢] x[e,1—¢]
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spetniajaca warunki D., C D, gdy €1 < €2 oraz U0<5<% D. = D okaze sie, ze

| F@.y)dady =0,
D

gdyz w kazdym ze zbioréw D, zbiér punktéw nieciggtosdci funkcji f jest zbiorem miary zero -
jest to skonczona liczba odcinkow. W tej sytuacji

lim/ f(z,y)dxdy =0 :/ f(z,y)dxdy.
e—0 D. D

ZmalezliSmy wiec nieograniczong funkcje okreslong na D, catkowalng na D i taka, ze jedna z
catek iterowanych nie istnieje. Latwo tez mozemy skonstruowaé catkowalng funkcje taka, ze
zadna z catek iterowanych nie istnieje. Wystarczy wziac

g(r,y) = f(z,y) + fy,2).
&

Dodatkowe zadania: W ramach wyktadu rozwiazane zostana takze (lub zaproponowane do
samodzielnego rozwiazania) nastepujace zadania

Zadanie 5. Znalez¢ érodek masy jednorodnej potkuli B = {(z,y,2) : x*+y*+22 <1, 2 > 0}.
[ )

Zadanie 6. ZnaleZ¢ site przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna potkula B = {(z, vy, 2) :
22+ 3>+ 22 <1, 2> 0} o masie M i masg punktowg m umieszczong w punkcie (0,0, —1) &

Zadanie 7. Wyprowadzi¢ wzoér wigzacy momenty bezwladnos$ci bryty obliczone wzgledem
dwoch réwnolegtych osi. #

Zadanie 8. Obliczy¢ objeto$é kuli o promieniu R w przestrzeni R*. &

Wskazéwka: W powyzszym zadaniu proponuje nastepujaca strategie. W przestrzeni R* wpro-
wadzamy wspoélrzedne sferyczne dwuetapowo. Startujemy od wspoélrzednych kartezjanskich
(21, T2, x3, x4). Potem pierwsza tréjke wspotrzednych zamieniamy na sferyczne:

x1 = psinfsinp, xy=psinfcosp, x3= pcosb.

Element objetosci wyznaczamy liczac wyznacznik 3 x 3 (albo korzystamy ze zdobytej wezesniej
wiedzy) i otrzymujemy p? sin fdp df dp dzs. Réwnanie sfery wyglada teraz p* + 23 = 1. Potem
robimy nastepna zamiane zmiennych

p=rsinf;, x4=rcosb, 0, € [0, 7],
czyli w zasadzie liczymy wyznacznik 2 x 2 i otrzymujemy element objetosci
3 sin” 0, sin 0 dr d6, df dep.
Dalej juz tylko krok do objetosci kuli n-wymiarowe;j.

Zadanie 9. Na podstawie rozwigzania poprzedniego zadania wyprowadzi¢ wzor na objetos¢
kuli o promieniu R w przestrzeni R”. &



