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Sformutowanie problemu

e Weryfikacja hipotez statystycznych jest druga (po estymacji)
metoda uogbdlniania wynikéw uzyskanych w prébie na cata populacje.
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o wiasnosci rozktadu zmiennej w populacji, na przyktad: ,czy $rednia
zmiennej X w populacji ma warto$¢ m?" albo ,czy zmienne X i Y w
populacji sg stochastycznie niezalezne?”.

@ Opisana w dalszym ciggu wykfadu metoda weryfikacji hipotez opiera
sie na teorii podejmowania decyzji.

o Jako autoréw tego podejscia do problemu wymienia sie zazwyczaj
Jerzego Neymana i Egona S. Pearsona
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Jerzy Neyman i Egon S. Pearson

it
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Sformutowanie problemu

Definicja

Hipoteza statystyczna nazywa sie dowolne przypuszczenie dotyczace
rozkfadu jednej lub wielu zmiennych statystycznych w populacji (lub w
kilku populacjach, jesli badanie polega na poréwnywaniu populacji).
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nieparametrycznymi.

@ Podstawa wnioskowania statystycznego jest wynik doswiadczenia
losowego (np. losowanie préby...).

@ Hipoteza, ktéra wyznacza jednoznacznie rozktad statystyki z préby to
hipoteza prosta.

@ Hipoteza, ktéra nie okresla w sposéb jednoznaczny rozktadu wynikéw
doswiadczenia to hipoteza zfozona
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Sformutowanie problemu

@ Hipoteze statystyczng, ktéra chcemy zweryfikowaé nazywamy
hipotezg zerowg i oznaczamy zazwyczaj hp.

KG (CC) Statystyka 26 V 2009

5/1



.
Sformutowanie problemu

@ Hipoteze statystyczng, ktéra chcemy zweryfikowaé nazywamy
hipotezg zerowg i oznaczamy zazwyczaj hp.

@ Hipoteze zerowa weryfikuje sie zawsze w stosunku do innej hipotezy,
ktéra nazywana jest hipoteza konkurencyjng i oznaczana h;.

KG (CC) Statystyka 26V2009 5/1



Sformutowanie problemu

@ Hipoteze statystyczng, ktéra chcemy zweryfikowaé nazywamy
hipotezg zerowg i oznaczamy zazwyczaj hp.

@ Hipoteze zerowa weryfikuje sie zawsze w stosunku do innej hipotezy,
ktéra nazywana jest hipoteza konkurencyjng i oznaczana h;.

e Hipoteza zerowa musi by¢ (ze wzgledéw technicznych) hipoteza
prosta, hipoteza konkurencyjna moze by¢ ztozona.

KG (CC) Statystyka 26V2009 5/1



.
Sformutowanie problemu

@ Hipoteze statystyczng, ktéra chcemy zweryfikowaé nazywamy
hipotezg zerowg i oznaczamy zazwyczaj hp.

@ Hipoteze zerowa weryfikuje sie zawsze w stosunku do innej hipotezy,
ktéra nazywana jest hipoteza konkurencyjng i oznaczana h;.

e Hipoteza zerowa musi by¢ (ze wzgledéw technicznych) hipoteza
prosta, hipoteza konkurencyjna moze by¢ ztozona.

@ Proces weryfikacji ma na celu podjecie decyzji o rodzaju
podejmowanego dziatania. Kazdej z hipotez hy i h; odpowiada
dziatanie wiasciwe w przypadku, gdy ta hipoteza jest prawdziwa: ag
dla ho i ai dla hl.
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kiedy jest ona fatszywa, tzn. podjecie dziatania ag podczas kiedy
wiasciwe byto a;.

Dziatanie | hg prawdziwa | h; prawdziwa
ao v btad Il rodzaju
a btad | rodzaju v

KG (CC) Statystyka 26V2009 6/1



-
Przyktad: hipoteza o studencie

Przyktad

Wyktadowca przeprowadza egzamin ze statystyki. Egzamin polega na
zadawaniu 3 sposdréd 9 pytan obejmujacych cato$é materiatu. Wyktadowca
uwaza, ze do zaliczenia wystarczy, ze student zna 2/3 materiatu, ale
zdecydowanie nie wystarcza gdy zna 1/3 materiatu. Wyktadowca losuje
trzy pytania i na podstawie tego, jak student odpowiada, musi podjaé
decyzje dotyczaca zaliczenia
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Przyktad: hipoteza o studencie

o Wyktadowca formutuje dwie hipotezy:
o ho=,student umie 2/3 materiatu”
e h;=,student umie 1/3 materiatu”
@ Hipotezom tym odpowiadaja dwa dziatania
e ap=,zaliczy¢"
e a;=,nie zaliczy¢"
@ Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu 3 sposréd 9 pytan i
zadaniu ich studentowi. Wynik doswiadczenia to 0, 1, 2 albo 3
poprawne odpowiedzi.
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Przyktad: hipoteza o studencie

Rozktad prawdopodobiefstwa wynikéw doswiadczenia przy zatozeniu
prawdziwosci hg i hi:

Gdy hg jest prawdziwa Gdy h; jest prawdziwa
xi | P(X = xi|ho) xi | P(X = xi|h)
0 1/84 0 20/84
1 18/84 1 45/84
2 45/84 2 18/84
3 20/84 3 1/84
PN 1 pu 1
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KG (CC)

o 1 2 3
di |3 a0 a ao
d> | a1 ap ao ao
d3 | a0 a1 a0 ao
dy |a0 a0 a1 ao
ds |ap a0 ao a1
de | a1 a1 a0 ao
d7 |a1 a0 a1 ao
dg | a1 ap ap a1
do | a0 a1 a1 ao
dio|a a1 a0 a1
di1|a a0 a1 ai
di2 a1 a1 a1 ao
diz|ar a1 a0 ai
dig |a1 a0 a1 a1
dis|a a1 a1 a
dig| a1 a1 a1 ai
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Przyktad: hipoteza o studencie

Definicja
Przyporzadkowanie wynikom doswiadczenia elementéw ze zbioru dziatan
nazywa sie funkcja decyzyjna.

o 1 2 3
db|a a a ao
@ Zbidér wynikéw doswiadczenia, ktérym odpowiada a; nazywa sie

o1 2 3
, K=10
dz‘al dp 4o 4o {}

@ Zbiér wynikéw doswiadczenia, ktérym odpowiada ag nazywa sie

0o 1 2 3
2 (12.3)

@ Przyktadem funkcji decyzyjnej jest

obszarem krytycznym K

obszarem przyjecia
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Przyktad: hipoteza o studencie

Problem
Jak racjonalnie wybraé najlepsza funkcje decyzyjna? J
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Problem
Jak racjonalnie wybraé najlepsza funkcje decyzyjna? J

@ Zaktadamy maksymalne dopuszczalne prawdopodobienistwo
popetnienia btedu I-go rodzaju.

@ Prawdopodobienstwo to oznacza sie o i nazywa poziom istotnosci.

@ Sposréd wszystkich funkcji decyzyjnych wybieramy te, dla ktérych
prawdopodobiefstwo popetnienia btedu I-go rodzaju nie przekracza «.
@ typowe poziomy istotnosci: 0,1, 0,05, 0,01...
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KG (CC)

Xi | P(X=xilho)

0| 1/84 0,012
1| 18/84 |0,214
2| 45/84 0,536
3| 20/84 | 0,238
S 1

0 1 2 3|PU)
d1 dap 4o 4o 4o 0, 000
d2 dl do 4o 4o 0, 012
d3 |ag a1 ap ao| 0,214
C/4 dp 4do d1 4o 0, 536
ds |ag ap ag a1 0,238
d6 dp d1 ap 4o O, 226
d7 | a1 ap a1 ap | 0,548
dg dy dp 4o 41 07 250
do |ag a1 a1 ag| 0,750
d10 a dip 4adg a1 0, 452
d11 ap 4do 4d1 a1 0, 774
d12 dp 4d1 41 dao 0, 762
d13 dl 4d1 do 41 0, 464
d14 dl 4do 4di1 ai 0, 786
d15 a di1 4d1 a1 0, 988
d16 dl 41 a1 ai 0, 012

Statystyka
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0 1 2 3/[PU)
d1 dp 4dgp 4o 4o O7 000
d2 dy dp 4do 4o O, 012
d3 |ag a1 ap ao| 0,214
dy |ag ap a1 ao| 0,536
ds |ag ap ag ai|0,238
d6 dy dp ap 4o 0, 226
d7 | a1 ag a1 ag | 0,548
o = 0, 3 dg dy ag 4ag a1 O, 250
dy |ag a1 a1 ao | 0,750
d10 ay di1 ag a1 0, 452
d11 ap 4o 4d1 a1 0, 774
d12 dy d1 4d1 Aap 0, 762
d13 dy d1 dp a1 0, 464
d14 dy 4dgp 41 ai 0, 786
C/15 g di1 4d1 a1 0, 988
d16 dy dip 4di1 ai 1, 000
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Przyktad: hipoteza o studencie

o Zaktadamy maksymalne dopuszczalne prawdopodobienstwo
popetnienia bftedu I-go rodzaju o =0, 3.
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Przyktad: hipoteza o studencie
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prawdopodobienstwo popetnienia btedu |-go rodzaju nie przekracza «.

@ Spoéréd wybranych w poprzednim punkcie funkcji wybieramy tg dla
ktérej prawdopodobienstwo popetnienia btedu drugiego rodzaju jest
najmniejsze.

@ Btad drugiego rodzaju jest to nie odrzucenie hy gdy jest fatszywa,
czyli podjecie dziatania ag, gdy wtasciwe jest a;. Prawdopodobienstwo
tego btedu oznaczmy (.
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Przyktad: hipoteza o studencie

Podsumowanie

Na poziomie istotnosci 0,3 optymalng funkcja decyzyjng jest funkcja d,
wedtug ktérej nalezy zaliczy¢ studentowi, ktéry odpowiedziat na dwa lub
trzy pytania, a nie zaliczy¢ temu, ktéry nie odpowiedziat na zadne lub
odpowiedziat na jedno pytanie.

[0 1 2 3
d6‘al a1 ag ao

K ={0,1}

Prawdopodobienstwo popetnienia btedu I-go rodzaju dla tej funkgcji jest
rowne 0,226 < «, prawdopodobienstwo popetnienia btedu Il-go rodzaju
£ =0,226.
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-
Weryfikacja hipotezy o Sredniej.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w przypadku hipotezy
statystycznej dotyczacej wartosci Sredniej zmiennej X w populacji.
Doswiadczeniem losowym jest tutaj losowanie préby, a wynik tego
dodwiadczenia to wartos¢ statystyki ,.$rednia z proby” w wylosowanej

probie.
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Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w przypadku hipotezy
statystycznej dotyczacej wartosci Sredniej zmiennej X w populacji.
Doswiadczeniem losowym jest tutaj losowanie préby, a wynik tego
dodwiadczenia to wartos¢ statystyki ,.$rednia z proby” w wylosowanej
probie.
@ Poniewaz hipoteza zerowa musi by¢ prosta moze ona mie¢ jedynie
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,Srednia z préby” jako N(mg, D(X)/+\/n).
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Weryfikacja hipotezy o Sredniej.

Oméwimy doktadnie przypadek weryfikacji pary hipotez
o ho=,Srednia zmiennej X w populacji jest réwna mg”

e hi=,Srednia zmiennej X w populacji jest réwna m;” (m1 > mg)
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Weryfikacja hipotezy o Sredniej.

Oméwimy doktadnie przypadek weryfikacji pary hipotez
o ho=,Srednia zmiennej X w populacji jest réwna mg”
e hi=,Srednia zmiennej X w populacji jest réwna m;” (m1 > mg)

Dziatania odpowiadajace tym hipotezom s3 oczywiscie zalezne od sytuacji,
dlatego sformutujemy je bardzo ogdlnie:

@ ap=,postepujemy tak, jakby hy byta prawdziwa”
@ a;=, postepujemy tak, jakby h; byta prawdziwa"”
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Weryfikacja hipotezy o Srednie;j.

Przy zatozeniu, ze D?(X) jest znane mamy nastepujace rozktady
warunkowe wynikdéw doswiadczenia losowego:

P(X|ho) = N(mo, D(X)/+/n), P(X|h) = N(m1, D(X)/V/n)

R U\
mo M mo mi
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Weryfikacja hipotezy o Srednie;j.

Przyjmujemy poziom istotnosci «.
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Weryfikacja hipotezy o Sredniej.

Przyjmujemy poziom istotnosci . Zdefiniowanie funkcji decyzyjnej jest
réwnoznaczne z podaniem obszaru krytycznego K, spetniajacego warunek:

P(X € K| hy) < «
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Weryfikacja hipotezy o Sredniej.

Przyjmujemy poziom istotnosci . Zdefiniowanie funkcji decyzyjnej jest
réwnoznaczne z podaniem obszaru krytycznego K, spetniajacego warunek:

P(X € K| hy) < «

czyli warunkowe prawdopodobienstwo, ze statystyka ,$rednia z proby”
przyjmie wartosci lezace w K przy warunku, ze hg jest prawdziwa nie
przekracza a.

Jedli do podejmowania decyzji uzywamy funkcji decyzyjnej dk, ktorej
odpowiada obszar krytyczny K, to jedli wartos¢ X w wylosowanej prébie
jest elementem K podejmujemy dziatanie aj, a jesli nie jest elementem K
podejmujemy dziatanie ag.
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Weryfikacja hipotezy o $redniej.

Przyktady obszaréw krytycznych spetniajacych warunek
P(X € K| hp) < a:

i
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Weryfikacja hipotezy o Srednie;j.

Kazdej funkcji decyzyjnej odpowiada prawdopodobienstwo popetnienia
btedu drugiego rodzaju 3. Optymalna funkcja decyzyjna to ta, dla ktérej (3
jest najmnejsze:

k

mo  ma
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Weryfikacja hipotezy o $redniej.

Obszar krytyczny ma postaé K = (k, 00). Jak znalez¢ k7
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Weryfikacja hipotezy o $redniej.
Granica obszaru krytycznego k spetnia warunek

P(X > k|h) = «
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Weryfikacja hipotezy o Sredniej.
Granica obszaru krytycznego k spetnia warunek

P(X > k|h) = «
Przeksztatcamy:

X—mo k—mo

D(X)//n ~ D(X)//n

a=P(X > k| hy) = P( | ho) =
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Weryfikacja hipotezy o Srednie;j.
Granica obszaru krytycznego k spetnia warunek

P(X > k|h) = «

Przeksztatcamy:
. = . X mo k — mo N
= P>kl k) = P55 Dy v | 1)
k—m
=AU )
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Weryfikacja hipotezy o Srednie;j.
Granica obszaru krytycznego k spetnia warunek

P(X > k|h) = «

Przeksztatcamy:
< X mo k — mo
= P> ko) = o0 = D)y | 1) =
k — mo
P
> s

Jesli wiec A\, jest taka liczbg rzeczywista, ze

Fuha)=1—«
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Weryfikacja hipotezy o Sredniej.
Granica obszaru krytycznego k spetnia warunek

P(X > k|h) = «
Przeksztatcamy:

X mo k — mo
D(X)/v/n ~ D(X)/\/

k — mo )
~ D(X)/v/n

Jesli wiec A\, jest taka liczbg rzeczywista, ze

Fu(ha) =1—a

= P(X > k| ho) = P(5 | ho) =

= P(U

to
k — mo D(X)

D(X)/v/n NG
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Weryfikacja hipotezy o $redniej.

Obszary krytyczne s3 rézne w zalezno$ci od postaci hipotezy
konkurencyjnej:

o m=,E(X)=my > my" lub hy=,E(X) > my"

O
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Weryfikacja hipotezy o $redniej.

o h=,E(X)=my < mg" lub hy=,E(X) < mp"
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Weryfikacja hipotezy o $redniej.

o h=,E(X) # my"
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