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Rozpoczynamy obecnie prace nad tak zwang teorig dystrybucji, zwang inaczej teoria funkcji
uogolnionych. Poszukujac literatury dotyczacej tego tematu trzeba mie¢ na uwadze, ze sto-
wo ,dystrybucja” ma w matematyce przynajmniej dwa znaczenia. W analizie funkcjonalnej
dystrybucja oznacza (najogdlniej méwiac) odwzorowanie liniowe okreslone na zbiorze funkcji,
natomiast w geometrii rozniczkowej dystrybucja oznacza rozmaito$¢ wraz z wyrdzniona w kaz-
dym punkcie podprzestrzenia wektorows w przestrzeni stycznej. Oba byty matematyczne sa
uzywane w fizyce. Przez najblizsze kilka wykladéw zajmowaé sie bedziemy dystrybucjami w
sensie analizy funkcjonalne;j.

O czym bedzie mowa: na wyktadach z fizyki spotkali si¢ juz Panstwo zapewne z tak zwang
deltyg Diraca. Mowi sie o niej czesto jako o ,funkcji delta Diraca”, oznacza sie symbolem dq i
uzywa w nastepujacy sposob: Jesli f jest funkcja rzeczywista to

1) | f@a)de = £(0).

Funkcja delta Diraca powinna mieé¢ zatem wtasnosé dg(z) = 0 dla wszystkich x # 0 i ponadto
powinna mieé¢ catke réwna 1, tzn

/O:O do(x)dx = 1.

Oczywiscie taka funkcja nie istnieje, (jesli stowo funkcja mamy tu traktowaé powaznie). Tym
nie mniej jakis obiekt matematyczny majacy powyzsze wlasnosci jednak istnieje. Wezmy na
przyktad funkcje (tym razem prawdziwa) schodkowa Heaviside’a:
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Sprobujmy ,policzy¢ pochodng” 6’ w pewien szczegdlny sposéb. Niech f bedzie rozniczkowalng
funkcja rzeczywista znikajaca w nieskonczonosci, wowcezas (catkujemy przez czesci):
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Okazalo sie, ze po scatkowaniu z funkcjg 6" daje ¢. Funkcja Heaviside’a jest kawalkami stata,
wiec jej pochodna (tam gdzie istnieje w normalnym sensie) jest zero. W punkcie nieciaglosci
pochodna w sensie rozniczkowania funkeji nie istnieje, ale zapisany powyzej rachunek pokazuje,
ze by¢ moze warto rozszerzy¢ zakres rozumienia tego pojecia tak, zeby mozna byto napisac:

(2) 0 = 6.



Jeszcze inne spojrzenie na dg, ktore czesto stosuje sie w praktyce to podejécie przez przybli-
zenie: bierzemy cigg funkcji o tej wtasnosci, ze ich nos$nik ,dazy do zbioru jednopunktowego
{0}” i calka z tej funkcji po caltym R jest stale rowna 1, na przyktad:
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gdzie f, jest jak na powyzszym rysunku, tzn
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Liczymy:
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Do catek w nawiasie stosujemy catkowanie przez czesci:
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Wyrazenie w nawiasie przyjmuje wiec postac:
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Wstawmy otrzymany wynik do (3):
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Wyrazenia niebieskie w (4) sie upraszczaja. Calki iterowane interpretujemy jako calki po pew-
nym obszarze w R2.
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Pierwsza catka w nawiasie w wyrazeniu (4) jest calka po obszarze D,, za$ druga po obszarze
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i dalej chciatoby sie napisaé
(5) lim f, = d.

Granica musi by¢ jednak w innym sensie niz zwykle dla (uogélnionych) ciagéw funkcyjnych.
Punktowa granica w x = 0 nie istnieje, w kazdym innym punkcie jest roéwna 0.



Zauwazmy, ze wszystkie omawiane dzisiaj przez nas rownosci, takie jak (1), (2), (5) zostaly
wyprowadzone w dziataniu na funkcje. Tajemnicze obiekty typu dg dziatajac na funkcje dawaty
liczbe. Dzialanie to ma charakter liniowy (czego bezposrednio nie zaobserwowaliSmy w oma-
wianych przykladach). Powyzsze obserwacje uzasadniaja definicje, ktére szczegdtowo omawiaé
bedziemy na nastepnym wyktadzie, a ktére mozna by podsumowaé nastepujaco: Dystrybucje
sq¢ to odwzorowania lintowe na przestrzeni funkcji. Zazwyczaj naktadamy na dystrybucje wa-
runek ciggtosci, ale oczywiscie zeby to miato sens, przestrzen funkcji musi by¢ wyposazona w
topologie. Od tego jaka przestrzen funkcji z jaka topologia wybierzemy, zalezy jak duzy bedzie
zbior dystrybucji bedacy przestrzenig dualng do wybranej przestrzeni funkcji.



