Wyklad 3.

Matematyka 3, semestr zimowy 2011/2012
11 pazdziernika 2011

W trakcie trzeciego wyktadu z Matematyki 3 poznajg panstwo pojecia wektora stycznego i
przestrzeni stycznej. Przyjrzyjmy sie na poczatek nad nastepujacemu przyktadowi:

Przyktad 1. Niech A bedzie tréjwymiarowa przestrzenig afiniczng reprezentujaca przestrzen
fizyczna zwiazana z ustalonym obserwatorem (myslimy tutaj o mechanice nierelatywistycznej).
Zatozmy, ze czastka porusza sie w tej przestrzeni wzdluz krzywej parametryzowanej czasem.
Trajektoria czastki jest wigc odwzorowaniem

v I — A,

gdzie [ jest otwartym odcinkiem w R. Predkos¢ czastki w chwili czasu ¢ty badamy dzielac wektor
bedacy réznicg potozen w chwili czasu to+ 0t i ty przez roznice czasu 0t. Im mniejsze jest ot tym
doktadniej wyznaczamy predkos¢ w chwili czasu ty. Na ponizszym obrazku zaznaczono roéznice
potozen:

Réznice potozen sa wektorami, czyli elementami przestrzeni modelowej V. A teraz obejrzyjmy
kolejne przyblizenia predkosci (na niebiesko) i sama predkosé (na czerwono)

W ten sposéb zdefiniowana (na razie nieprecyzyjnie) predkosé tez jest wektorem, tzn. elementem
przestrzeni modelowej. Bardziej precyzyjnie napiszemy

1
v = lim = (y(to + 6t) = 7(to)).

Pamietajmy jednak, ze predko$¢ zwigzana jest z konkretng chwilg czasu, a co za tym idzie

z konkretnym punktem na krzywej. O wektorze v myslimy jako o wektorze zaczepionym w
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punkcie ~y(tg). Wektor predkosci zwiazany z krzywa w A jest typowym wektorem stycznym do
A &

Wektor styczny do przestrzeni afinicznej jest to para (a,v), gdzie a jest punktem przestrzeni
A natomiast v jest wektorem z przestrzeni modelowej V. Zbiér wszystkich wektorow stycznych
do A oznaczamy T A, natomiast zbiér wektoréw stycznych zaczepionych w punkcie a € A ozna-
czamy T,A. Dla przestrzeni afinicznej mamy TA ~ A x V oraz T,A ~ V. Zbiér wektoréw
zaczepionych w jednym punkcie jest, jak widac, przestrzenig wektorows. Nie mozna jednak
dodawac¢ do siebie wektorow zaczepionych w roéznych punktach. Ze wzgledu na drugi izomor-
fizm, tzn. T,A ~ V czesto bedziemy mysle¢ o wektorze stycznym wprost jako o elemencie V.
Przynajmniej na poczatku bede jednak starata odwotywaé sie do pary (a,v), zeby podkreslaé
wzaczepienie” wektora stycznego w konkretnym punkcie.

Wektor styczny do przestrzeni afinicznej jest szczegdlnie tatwo zdefiniowaé, poniewaz po-
trafimy opisa¢ réznice miedzy punktami: jest to wektor z przestrzeni modelowej. Ponizej (na
niebiesko, gdyz jest to cze$¢ w zasadzie nieobowiazkowa) opiszemy inny sposéb definiowania
wektoréw stycznych, ktory tatwo uogdlnia sie na sytuacje bardziej abstrakcyjne. Jest to sposéb
wygodny, kiedy myslimy o wektorach stycznych do powierzchni.

W dalszym ciaggu potrzebne nam bedzie pojecie odwzorowania gtadkiego miedzy przestrzenia-
mi afinicznymi. Jak dotad postugiwalismy sie odwzorowaniami gtadkimi miedzy przestrzeniami
R™ i R™. Odwzorowanie F' : A C O — B okreslone na otwartym podzbiorze przestrzeni afinicz-
nej A o wartosciach w przestrzeni afinicznej B jest gtadkie jedli jego wyrazenie w dowolnych
afinicznych uktadach wspotrzednych w A i B jest odwzorowaniem gtadkim w dotychczasowym
sensie. Nietrudno stwierdzi¢, ze wystarczy sprawdzi¢ gtadkosé dla jednej pary uktadow wspot-
rzednych.

Rozwazmy zbiér wszystkich gltadkich krzywych w przestrzeni A okreslonych w otoczeniu 0 w
R. W zbiorze tym wprowadzmy nastepujaca relacje rownowaznosci: méwimy, ze dwie krzywe
7 1 72 sa réwnowazne jesli v1(0) = 2(0) (to znaczy krzywe te maja wspdlny punkt w zerze),
oraz jesli dla kazdej gtadkiej funkeji okreslonej w otoczeniu 74 (0) zachodzi

(f ©71)(0) = (f 272)"(0).

Zauwazmy, ze zlozenie f oy jest zwykta funkcja rzeczywista okreslong na otoczeniu 0, dobrze
wiec wiadomo, czym jest pochodna tej funkcji w 0. Klase rownowaznosci krzywej v chcieliby$my
nazywaé wektorem stycznym w punkcie v(0). Zeby mozna byto to robi¢ musimy uzasadnié, ze
rzeczywiscie klasy réwnowaznosci sa w jednoznacznej odpowiedniosci z parami (a, v). Odwzoro-
wanie w jedna strone tatwo napisac. Parze (a,v) mozemy przyporzadkowaé klase réwnowaznosci
krzywej (prostej):

Yo it——a-+1-v.
Odwzorowanie powyzsze injekcja, co do$¢ tatwo sprawdzi¢. Przypominam, ze odwzorowanie
jest injekcja, jesli rownos¢ wartosci pocigga za sobg réwnos¢é argumentéw. Warto poréwnywac
wartosci na dwoch wektorach stycznych z jednakowym punktem zaczepienia, inaczej z calg
pewnoscig nie bedziemy mieli rownosci odpowiadajacych im klas réwnowaznosci krzywych.
Wezmy dwie pary (a,w) i (a,v). Wprowadzmy w A afiniczny uklad wspéhrzednych zwiazany z
punktem a i baza e. Wezmy takze baze ¢ w przestrzeni V* dualng do e. Kazdy element bazy
dualnej wraz a punktem a definiuje pewng funkcje na A:

frrASb— €(b—a).

Moéwige po ludzku, wartqéci@ tej funkcji punkcie b jest i-ta wspotrzedna wektora b—a wzgledem
bazy e. Niech w' oraz v' oznaczaja wspotrzedne w i v wzgledem bazy e. Obliczmy f* o v, i



from:
(10 7)() = Fi(u()) = €(7u(t) = a) = i(a + tw — a) = € (tw) = te'(w) = b,
podobnie
(fZ © '7v>(t) =t

Pochodne tych ztozen wzgledem ¢ w punkcie 0 sg réwne odpowiednio w® i vt. Jedli 7, i v, s3
rownowazne, to pochodne ztozen sa jednakowe, a to oznacza

w' =’ dla wszystkich i,
czyli w = v, a co za tym idzie (a w) = (a, v) .
Mozemy takze kazdej klasie réwnowaznosci krzywych przyporzadkowaé pare (a,v). Niech ~
bedzie dowolnym reprezentantem klasy réwnowaznosci. Ktadziemy a = ~(0) i

v = Tim 2 (7(0) — (1).

t—0 ¢

Musimy przede wszystkim przekonadl, sie, ze definicja pary (a,v) nie zalezy od tego, ktorego
reprezentanta klasy rownowaznosci wybierzemy. Dalej powinnismy pokazad, ze jesli dwie krzywe
maja te samg predko$¢ w punkcie 0 to sa rownowazne. Te czes¢ dowodu pominiemy.

Istnieje jeszcze trzecia reprezentacja wektora stycznego: Kazdy wektor styczny definiuje ope-
racje rozniczkowania w zbiorze funkcji gladkich na przestrzeni afinicznej A. RozZniczkowanie
jest to takie stowo, ktore moze oznaczaé proces obliczania pochodnej, ale moze tez mieé¢ nieco
inne znaczenie. W tym drugim znaczeniu rézniczkowanie jest odwzorowaniem z algebry funkeji
gtadkich do R spelniajace regute Leibniza. Symbolicznie zapisalibysmy, ze

D:C*(A) —R
jest rézniczkowaniem jesli dla dowolnych dwoch funkeji gtadkich zachodzi wzor

D(fg) = D(f)g+ fD(g).

Oczywiscie rozniczkowaniem jest obliczanie pochodnej funkcji jednej zmiennej w ustalonym
punkcie. W kontekscie funkcji wielu zmiennych rézniczkowaniem jest obliczanie pochodnej kie-
runkowej funkcji w ustalonym punkcie i w kierunku ustalonego wektora. W wersji dostosowanej
do srodowiska afinicznego pochodna kierunkowa jest to wtasnie rézniczkowanie zadane przez
wektor styczny:

d
fr— ﬁf(a + tv) 1=0-

Sprawdzenie, ze powyzsze odwzorowanie spetnia regute Leibniza jest trywialne. Zauwazmy, ze
pochodna kierunkowa jest to pochodna obliczana wzdtuz krzywej ¢ — a + tv, lub kazdej inne
réwnowaznej do niej. (Z samej definicji réwnowaznosci krzywych wynika, ze krzywe réwnowazne
daja to samo rézniczkowanie, a wiec ten sam wektor styczny.) Nie bedziemy tutaj zajmowaé
sie szczegOtowym dowodzeniem, ze te trzy definicje sg rownowazne. Wymaga to troche pracy,
a nam w tym momencie nie przyniesie zbyt duzych korzysci. Zapiszmy tylko ten fakt w postaci
twierdzenia w wersji dla przestrzeni afinicznych:

Fakt 1. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé miedzy parami (a,v) i klasami réwno-
waznosci krzywych oraz miedzy parami (a,v) i rézniczkowaniami w algebrze funkcji gladkich na

A.
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Powyzszy fakt oznacza, ze wolno nam korzystaé¢ z takiej reprezentacji wektora stycznego ja-
ka nam w danym momencie najbardziej odpowiada. Mamy trzy mozliwosci: wektor styczny
mozemy traktowaé jako pare (a,v), czyli element A X V| mozemy mysle¢ o nim jako o kla-
sie rownowaznosci krzywch, mozemy takze pamietac, ze wektor styczny zadaje rézniczkowanie
algebry funkcji gtadkich na A.

Przejdzmy teraz do kwestii sposobu zapisywania wektorow stycznych za pomoca wspotrzed-
nych. Zaczniemy od wektorow stycznych zapisanych za pomoca wspotrzednych afinicznych, a
potem przejdziemy do wektorow stycznych zapisanych za pomocg wspotrzednych krzywolinio-
wych.

Wyktlad 4.

Matematyka 3, semestr zimowy 2011/2012
14 pazdziernika 2011

Wektor styczny we wspolrzednych afinicznych. Korzystanie ze wspétrzednych afinicznych
jest stosunkowo proste. Przypomnijmy, ze wspotrzedne afiniczne zadane sg poprzez wybranie
punktu a € Aibazy ein V. Poniewaz mamy teraz do dyspozycji pojecie bazy dualnej (oznaczmy
ja, jak zwykle, €), mozemy bardzo tatwo wypisaé wspdlrzedne punktu b wzgledem uktadu
wspéhrzednych @ = (a, e):
b= ("(b—a),é(b—a),...,e"(b—a))®.

Baze w przestrzeni stycznej T, A wprowadzimy w nastepujacy sposob. Przez punkt b przechodza
szczegblne krzywe ' zwigzane z uktadem wspolrzednych. Krzywa 4! ma (we wspdtrzednych)
postac:

’71(1’-) = (El(b - CL) +1, 62(b - CL), SRR En(b - a))@)
krzywa 72 to

YA (t) = (' (b—a),(b—a) +t,...,e"(b—a))?®
i podobnie krzywa +°

Yi(t) = (€'(b—a),(b—a),...,é(b—a)+t,... eb—a)?.
Predkosci tych krzywych w punkcie b, czyli dla ¢t = 0 tworza baze T,A. Nietrudno zauwazy¢, ze
Yi(t) = b+ te', zatem baza T,A sktada sie wektoréw (b, ¢'). Baza w kazdym punkcie jest wiec
identyczna - pochodzi ona od bazy e w V. Wektor styczny (b, v) ma wspoéirzedne
('(b—a), (b —a),...,e"(b—a))?®

dla punktu zaczepienia i

dla czesci wektorowej.
Sprobujmy rozwiazac¢ nastepujace zadanie:
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Zadanie 1. Niech A = R2. Czastka porusza sie ruchem jednostajnym po okregu o réwnaniu
(r — 3)2 + (y — 4)? = 25. Okres obiegu jest réwny dwie jednostki czasu. Znalezé wspdtrzedne
predkosci ruchu czastki w chwili, gdy przechodzi ona przez punkt (0, 0) wzgledem kanonicznego
uktadu wspoétrzednych (tzn. zwigzanego z punktem O = (0,0) i kanoniczng baza w R?) oraz
wgledem uktadu wspotrzednych @ = (P = (3,4), (f1, f1)). Baze (f!, f?) otrzymujemy obracajac
baze kanoniczna (e, e2) o m/4 przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. #

Rozwigzanie: pierwsza czes¢ zadania jest mato ktopotliwa. Skonstruujmy parametryczny opis
krzywej v po ktorej porusza sie czastka. Okrag ma srodek w punkcie (3,4) i promien 5, zatem

v(t) = (34 5cos(mt), 4 + 5sin(tr)).

Argument funkcji trygonometrycznych tm zwiazany jest z okresem obiegu czastki. Chwila czasu
to w ktorej czastka mija punkt (0,0) zadana jest warunkami:

3+ 5cos(tor) =0, 4 + 5sin(tom),

czyli
3 4
cos(tom) = —5 sin(tom) = ~5

Doktadna warto$¢ ¢y nie jest nam potrzebna. Predko$é¢ zwigzana z ruchem z trajektorig v w
punkcie (0,0) ma w bazie kanonicznej wspotrzedne

o] = l —57 sin(to) ] .

57 cos(tom)

Korzystajac z wyznaczonych wezesniej wartosci sinusa i cosinusa dostajemy

-G 1]

Wektory f1 i f; mozemy zapisa¢ przy pomocy wektoréw z bazy kanonicznej jako

V2 V2 V2 V2
Ji= 7614‘7@27 Ja= —761—1‘762
Macierz przejécia [id]/, otrzymamy odwracajac macierz przejicia [id]°;, ktora tatwo odezytac
ze wzoroOw okreslajacych wektory f;:

SRR
- e 2 2
L 2 2
zatem
C Vi VE T
f o 2 2
idie=| 5 »
L 2 2

Obliczamy [v]7 :

=
&H
|
<.
&
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o
I
| —
<, [
wfS ol
| —
| — |
|
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| I— |
I
| — |
|
.
Rt
3
| I—
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Pozostaje jeszcze znalez¢ wspotrzedne punktu O wzgledem uktadu wspotrzednych ®. Ze srodka
P uktadu wspoétrzednych ® do punktu O dostajemy sie za pomoca wektora O — P, ktory w
bazie kanonicznej ma wspotrzedne

-3

4 |-

Ten sam wektor w bazie f bedzie mial wspétrzedne
V2

2
V2

3 _TV2
— 2
2
Podsumujmy nasze ustalenia: predko$¢ czastki poruszajacej sie po danym okregu z okresem
obiegu 2 w chwili, kiedy czastka przechodzi przez punkt O jest wektorem stycznym zaczepionym

w O o wspotrzednych

0= PYf = [id)/.[0 - PI" =

SN

[ —4273T7r ] wzgledem bazy kanonicznej.

Ten sam wektor we wspotrzednych w uktadzie @ jest wektorem zaczepionym w punkcie O =
(-T2 —@)‘I’ i majacym wspoétrzedne

2 )
_ T2
l \% ] w bazie f.

2

7 interpretacja wektora stycznego jako rézniczkowania wiazg sie szczegdlne oznaczenia uzy-
wane w mechanice i geometrii rézniczkowej. Ustalmy pewien uktad wspétrzednych & = (a,e).
Wspotrzedne zwigzane z tym uktadem bedziemy oznaczaé (z%). Oznacza to, ze punkt o wspot-
rzednych (z!,2%,...,2")% to punkt

a+ zte; + ey + - - - + 2,

Bazowe wektory styczne w ustalonym (dowolnym) punkcie b € A pochodzace od krzywych
vt = b+ te' oznacza sie czesto
0
oxt’
Oznaczenie to zwigzane jest z faktem, ze wektor (b, ¢;) styczny do krzywej 4" dziata na funkcje
f jak rézniczkowanie czastkowe po zmiennej 2%, jedli funkcje te wyrazimy we wspotrzednych.
Innymi stowy

E(f o7y )(O) = ort (xi?xza B >'Tb)
jedli (zf,x2,...,2}) to wspolrzedne punktu b w ukladzie ®. Jedli uklad wpodlrzednych jest

afiniczny to wektor
p zaczepiony w punkie b to (b, e;).
I-Z

Troche inaczej sytuacja wyglada ze wspoétrzednymi krzywoliniowymi.

Wektor styczny we wspoélrzednych krzywoliniowych. W przestrzeni afinicznej tak sa-
mo jak w R"™ mozemy wprowadza¢ wspotrzedne krzywoliniowe. Zazwyczaj robimy to na raty:
najpierw wprowadzamy wspolrzedne afiniczne utozsamiajac naszg przestrzen afiniczng z R™
a potem definiujemy wspotrzedne krzywoliniowe w znany sposéb w R”™, podajac odpowiednie
odwzorowanie. Popracujemy jak zwykle ze wspolrzednymi biegunowymi. Zatézmy na chwile,
ze przestrzen afiniczna w ktorej pracujemy jest dwuwymiarowa, a jej modelowa przestrzen jest
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wyposazona w iloczyn skalarny. Mozemy wiec mierzy¢ dtugosci wektoréw i liczy¢ katy miedzy
wektorami. Wybierzmy w V' baze ortonormalna e = (eq, e5), wybierzmy takze punkt a. Wspot-
rzedne zwiazane z ukltadem ® = (a, e) oznaczymy (z,y). Wprowadzamy teraz w A wspéirzedne
krzywoliniowe (7, ¢) znanymi wzorami

T =17rcosp Yy = rsinp.

Podobnie jak w przypadku wspoétrzednych afinicznych mozemy rozwazaé¢ krzywe zwiazane z
krzywoliniowym ukladem wspéhrzednych. W otoczeniu punktu b = (rg, o) beda to krzywe

Y (t) = ((ro +t) cos py, (1o + ) sin @) ?, Yo (t) = (1o cos(pg + t), 7o sin(po + t)®

Predkosci tych krzywych w punkcie b tworza baze przestrzeni stycznej. Predkosci te mozemy
zapisac korzystajac z bazy e. Wektor (b, u,) styczny do krzywej v, to wektor dla ktérego

U, = —Tg SN Pgeq + T COS Poea,
zas$ wektor (b, u,) styczny do krzywej v, to wektor dla ktérego
U = T COS Pge1 + sin Ype,.

Wektory bazowe w przestrzeni stycznej zwiazane z biegunowym uktadem wspotrzednych zaleza
od punktu przestrzeni A w ktorym sg zaczepione: wspotrzedne tego punktu pojawiaja sie we
wzorach. Wektory (b, u,,) oznacza si¢ takze

%, podobnie (b, u,) = %

Oznaczenia zwiazane z interpretacja wektora jako rézniczkowania sa jednakowe dla wektoréow

stycznych w réznych punktach, jednak nalezy pamietaé¢, ze jako elementy V' wektory te zaleza

one od punktu. Zmienia sie nie tylko ich kierunek, ale takze dtugosé. Latwo policzy¢, ze dtugosé

wektora u, jest rowna 1. Baza zlozona z wektoréw (b,u,) i (b, u,) jest otrogonalna, ale nie

jest otronormalna. Uzywa si¢ takze bazy ortonormalnej ((b,e,), (b, e,)) zwiazanej z uktadem
1.0

1, _
Uy =

wspotrzednych. Mamy e, = u, = % ie,=;

o Op”
Zadanie 2. Zdefiniujmy krzywa v podajac zaleznos¢ od czasu wspotrzednych biegunowych,
tzn

Y(t) = (r(t), o(t)).
Wyrazi¢ dtugosé predkosci krzywej w chwili czasu tg poprzez wartosci funkcji r(+), ¢(+) i ich
pochodnych w punkcie t,.#

W przestrzeni afinicznej mozemy takze rozwazaé¢ wektor przyspieszenia. Ze wzgledu na to, ze
wszystkie przestrzenie styczne sg kanonicznie izomorficzne, mozemy poréwnywacé ze sobg pred-
kosci w roznych punktach. We wspotrzednych afinicznych wspoétrzedne wektora przyspieszenia
uzyskamy rézniczkujac raz wspolrzedne wektora predkosci wyrazone w zaleznosci od czasu.
We wspoétrzednych krzywoliniowych tak nie jest, bo musimy uwzgledni¢ takze zmiane wekto-
row bazowych wzgledem ktorych wyznaczane sg wspotrzedne w réznych punktach krzywej. Do
rozwigzania mamy zadanie:

Zadanie 3. Znalez¢ wspotrzedne wektora przyspieszenia czastki poruszajacej sie wzdtuz krzy-
wej



8

zapisanej we wspotrzednych biegunowych wzgledem ortonormalnej bazy w przestrzeni stycznej
zwiazanej z biegunowym uktadem wspotrzednych. Wspotrzedne wektora przyspieszenia powin-
ny wyrazaC sie poprzez wartosci funkcji, pierwszych pochodnych i drugich pochodnych tych
funkcji. &



