ROZWIAZANIA 11 SERII ZADAN Z MECHANIKI KLASYCZNEJ

Zadanie 1.

a) Niech walec toczy sig po plaszczyznie zy i niech bedzie on réwnolegly do osi y. Kazdy punkt walca
moze by¢ opisany jako x = u+ Rcos(p — @), y = v —vg, 2 = R(1 +sin(p — ¢g)), gdzie niezaleznymi
wsplhrzednymi sa u, v i ¢ (zakladamy, ze walec jest pusty w $rodku, rézne parametry vg i g
odpowiadaja réznym punktom walca).

b) Przykladowa parametryzacja jest: © = ucoswt, y = usinwt, niezalezng wspétrzedna jest wtedy u.

c¢) Niech punkt zaczepienia wahadla oscyluje wokdl poczatku ukladu wspétrzednych ustawionego tak,
ze oS x jest pozioma, za$ oS y skierowana jest w gére. Ruch konca wahadla mozemy wtedy sparame-
tryzowaé przez x = acoswt + £siny, y = —{cos ¢, gdzie niezalezna wspotrzedna jest ¢. Rdéwnanie
wiezéw mozna wtedy zapisaé jako (z — acoswt)? +y? — 2 = 0.

d) Przykladowa parametryzacja to x = Rcospsind, y = Rsingsinf, z = Rcosf, niezaleznymi
wspohrzednymi sa wtedy 6 1 .

e) Przykladowa parametryzacja jest = %at2 + u cos a, y = usin «, niezalezna wspolrzedna to wu.

Zadanie 2. Wybierzmy uklad wspélrzednych w nastepujacy sposéb: spéd réwni pokrywa sie z osia x, za$ o y
skierowana jest pionowo w gére i lezy na niej wierzcholek réwni, dzielac spéd réwni na odcinki dlugosci a
i b speliajace zwiazek h = atga = btgl. Zauwazmy, ze h jest dowolnym ustalonym parametrem. Niech
(x1,9y1) 1 (22,y2) oznaczaja odpowiednio polozenie masy m; i ms. Réwnania wiezéw mozemy zapisaé
jako:

91(21,91,T2,y2) = wyicosa—xysina—asina =0 (1)
g2(21,y1,%2,92) = yz2cosf+xysinB—bsinB =0 (2)
93(x1,y1,22,y2) = ax9cosa—xzycosf—Lcosacos=0. (3)
Roéwnania ruchu to:
mldjl = er (4)
mijy = —mig+ Ziy (5)
mgi‘g - Z2x (6)
mals = —mag+ Zay. (7)
Sity reakcji wyrazaja sie wzorem Z4 = Zi:l Ay gg:‘, gdzie A = lx,1y,2x,2y oraz qa = 1,Y1,T2, Y-
Zatem:
Zipy = —MAisina— Azcosf3 (8)
Ziy = Aicosa (9)
Zar = Aosinf+ Azcosa (10)
Zyy = Agcosf. (11)



Réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju to:

miti1 = —MAisina— Azcosf3 (12)
mifj1 = Aicosa—mig (13)
mzi'g = )\2 sin ﬁ + )\3 COS ¢ (14)
mafia = Aacos 3 —mag. (15)
Rézniczkujac dwukrotnie wzgledem czasu kazde z réwnan wiezéw (1)-(3), otrzymujemy:
jrcosa—Eysina = 0 (16)
focos B+ Tosin = 0 (17)
Zocosa—Fycosf = 0. (18)
Podstawiajac réwnania (12)-(15) do zwiazkéw (16)-(18), wyznaczamy mnozniki Lagrange’a:
ma . .
A1 = mayg (cos a+ ———(sina + sin ﬂ)tga) (19)
mi + mo
A2 = mag (cosﬁ + (sin @ + sin ﬁ)tgﬁ) (20)
mi + Mo

si si
Ny = mimeg sina + lnﬁ. (21)
m1 + mso cosacosf

Podstawiajac wyniki (19)-(21) do (8)-(11) wyznaczamy zwigzki miedzy skladowymi sit reakcji, a pod-
stawiajac je do (12)-(15), otrzymujemy réwnania ruchu. Zasada d’Alemberta przybiera w opisywanym
przypadku postac:

2
> m [#i0w; + (i + 9)oyi] = 0. (22)
i=1
Wybierajac z1 jako niezalezna wspdhrzedng i wyrazajac pozostale przy pomocy wiezéw (1)-(3), otrzymu-
jemy:
. . 8 2 2
. cosa Cos o cos cos coS
[mlxl —|—m1( — —|—g> - +ma—— m (6— )6] dx1 =0. (23)
sin « sin a cos? a cosasin 3 cosasin 3

Przyréwnujac do zera wspétczynnik przy dxq, otrzymujemy réwnanie ruchu dla niezaleznej wspotrzednej
x1. Réwnania ruchu dla pozostatych wspolrzednych uzyskujemy, podstawiajac wynik na #; do zrézniczkowanych
dwukrotnie wzgledem czasu réwnan wigzéw, ktére wypisaliSmy uprzednio jako réwnania (16)-(18).

Zadanie 3. Oznaczmy wspélrzedne pierwszego i drugiego korica wahadla odpowiednio przez (x1,y1) i (22, y2).
Réwnania ruchu to:

mlil = le (24)
migy = —mig+ Zyy (25)
mgii‘g = ZQZ (26)
maljz = —mag+ Zoy . (27)

Wiezy nalozone na uklad uwzgledniamy, wyrazajac wspotrzedne koricow wahadta przy pomocy niezaleznych
wspolrzednych z i ¢, opisujacych odpowiednio polozenie korica wahadla §lizgajacego si¢ po osi x oraz od-
chylenie wahadla od pionu, w nastepujacy sposéb: z; = z, y1 = 0, xo = = + £sinp, ys = —Lcos .



Roéwnania ruchu (24)-(27) mozemy wtedy przepisaé jako:

mljé = le (28)
mig = Ziy (29)
Mo (& + L@ cos — LpPsing) = g, (30)
mo(bpsing + Lo cosp+g) = Zay,. (31)
Poniewaz w kierunku x nie dzialaja zadne sily zewnetrzne, mamy

g+ Zox =0. (32)

Jedyne sily reakcji dziatajace na mase ms sa przekazywane przez pret wahadla, totez:
Zog oS @ + Zay singp = 0. (33)

Roéwnania (29), (32) i (33) podaja zwiazki miedzy sktadowymi sit reakcji. Dodajac réwnanie (30) pomnozone
przez cos  oraz réwnanie (31) pomnozone przez sin ¢ i wykorzystujac zwiazek (33), otrzymujemy:

Zcosp+Llp—+gsinp =0. (34)
Doadajac réwnania (28) oraz (30) i wykorzystujac zwiazek (32), otrzymujemy:
(m1 +ma)E 4+ mol(pcosp — p?singp) =0. (35)
Roéwnania (34) i (35) sa réwnaniami ruchu dla niezaleznych wspétrzednych = i .

Zadanie 4. Rownania wiezow mozemy zapisaé jako:

x1+x2 = const (36)
T3+ x4 — 29 = const. (37)
Zasade d’Alemberta mozemy tu zapisaé jako:
4
> mi(i; — g) - da; = 0. (38)
i=1

Mozemy wybraé x; i x3 jako niezalezne wspélrzedne i przepisaé (38), wykorzystujac (36) 1 (37):
[ml(jél — g) + WLQ(.’EQ + g) + 2m4(29'é1 + .%'5 + g)} (le + [m3($3 — g) + m4(29'é1 + .’E3 + g)} (5&63 =0. (39)

Poniewaz wspolczynniki przy dxq i dx3 musza byé oba réwne zeru, otrzymujemy stad dwa réwnania ruchu
na niezalezne wspétrzedne 1 i x3. Stad:
my — (mg3 + f134) M3

B = , dzie S 40
1 o g Har = (40)

P _ (m3 — m4)(m1 + mg) — 2m4(m1 — mg) =+ 4m3m4g (41)
’ (m3 +my)(m1 + ms) + dmamy '

Wyrazenia na Zs i &4 otrzymujemy, podstawiajac (40) i (41) do zrézniczkowanych dwa razy wzgledem
czasu zwiazkéw (36) i (37).



